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آموزش متوسطة عمومی 


ریاضی 9 فیزيك 


بدید آور ندگان : 
مو لفان : 


زسام : 


حفوق مادی این اثر متعلق به وزارت 
5 


موزش و پرورش است. . . 


غلامر ضا دانش نارولی  .‏ میرز) جلیلی 
طهمودرث حسن بود ۱ ۱ 
خسرو مدیر یان . 


چاپ از ۰ اتحاد 


ملت ۱ یران با پیروی کامل از امام امت و فریاد اللهاکبر و خون شهیدان نظام ‏ 
پلید شاهنشاهی را در گورستان تاریخ دفن‌کرد . دژخیمان و جلادان را به آتش خشم الهی. . 
گرفتار ساخت و با شرکت فعال خود در همه‌پرسی‌ها , نظام جمهوری ادمی و قانون اساسی . 
را استقرار بخشید و رئیس‌جمهور و نمایندگان مجلس شورای اسلامی را انتخاب کرد . ۱ 

پس از آن با مبارزه‌ای بزرگتر برای نخستین‌باردرپیشاپیش مستضعقان جهان » شیطان ‏ 
بزرگ را به ذلت و التماس کشانید . 

اکنون پس از طی این مراحل معجزهآسا » مان بنیان عظیم انقلاب اسلامی و 
تضمین تداوم و گسترش آن و مصونیتش در برابر هر توطثه‌ای » زمان آن فرا رسیده است که 
این ملت بزرگ اساسی‌ترین مرحله » یعنی انقلاب فرهنگی را قاطعانه بانجام رساند ۰ باید 
تهمانده فرهنگ منحط شاهنشاهی و آموزشهای استعماری » از ۳ ارکان جامعه , همذرسه » 
دانشگاه » ادارات و کوچه, و بازارو. ۰ زدوده شود . 

انقلاب فرهنگی در اسلام مذشاء دگرگونیهای اجتماعی و اساس نقلاب ۳۳ و 
اقتصادی جامعه است‌و اینک ما در این برهه از زمان و ای اف مقطع حساس , عهده‌دار امر ۱ 
بسیار خطیر و مهمی هستیم .و باید با تشخیص صحیح و روشن‌بینی » مسیر آموزش وپرورش 
نسل جد ید را مشخص سازیم و این فرهنگ آ شفته و ویران ۳ بازسازی کنیم و بدنبال انقلاب 
اجتماعی و سیاسی »در تداوم انقلاب فرهنگی نیز ب‌پیروزی نائل آثیم . بازیافتن و ارائه 
فرهنگ اصیل اسلافی بر عهده همه علاقمندان به فرهنگ است , باید ملاکهای بیگانه و غیر 
اصیل را شناساتی کرد و آنها را از آموزش و پرورش کنار گذاشت . این تغییز بنیادی در 
فرهنگ و در نظام آموزشی: چنان نیست که بصورت فرمان از مراکز اجراثی صادر شود . این 
خود مردم هستند که باید بفکر آینده خود باشند و تمام علاقمندان به فرهنگ این وظیفه 
خطیر را بعهده دارند ۰ دستگاه اجراثی امروز از بطن مردم است و بین اين دو جدائی . 
در سال جاری با توجه به فرصت محدود . برخی از کتابها بازسازی شد و برخی دیگر 
نیز با اصلاحات آماده گردید . در این امر از پيشنهادها و راهنمائی‌های کتبي و شفاهی . . 
بسیاری از برادران و خواهران صاحبنظر » خصوصا" همکاران فرهنگی استفاده کردیم . 
بامید آنکه در سال جدید با کمک همه اقشار مردم به‌پا خاسته ایران » شاهد تغییر بنیادی 
نظام آموزشی دردرون یک انقلاب اصیل فرهنگی باشیم تا تغییر و اصلاح اساسی » بدانگونه 
که باید صورت گیرد و کتا بهای‌درسی بر اساس آن نظام تدوین‌شود . ۱ 


دفتر تحفیقات و برنامه‌ریزی و تا* لیف کتابهای‌درسی 


فیرست 


فصل اول - اعداد حقیقی ۳ 

۱ سمل ۱0 ۳ ی 
فصل سوم - جبر کلیدی . . 
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۱۳۵ 


. 1۴8 


فصل اول 


اعداد حقیقی 


مقدم4 < محموعه اعداد حفیقی ببشتر از هر مجموعه دیگر در ریاضیات مورد استفاده 
فرار می گیرد بهمپن دلیل ما در اين فصل تا آنجا که ممکن است این مجموعه را مورد بررسی : 
ثر از مي‌دهیم . ۱ ۱ 
دراین فصل ابتدا خواحی جبری مجموعه اعداد حقیقی بیان خواهد ۵د و سرس بعضی از . 
تتیجه‌های حاصل ازآن مورد بررسی قرار خواهد گرفت , ۱ ۱ 
7 همانطوریکه می‌دا نید مجموعه اعداد حقیقی با 8 نشان داده می‌شود و به هر دو عدد 
حقیقی 9 , ۵ يك عدد حقیقی متحصر پفرد 649 ( که مجمو ع و , ج نامیده می‌شود ) و يك 
عدد حقیقی منحصر بفرد ,8 ( که گاهی با واو نیز نشان داده می‌شود وحاصاضرب را و8 نامیده 
می‌شود) مر بوط می‌شود ,. بعبارت دیگر دو عمل «ٍ-» و «.» که بترتیب جمع و ضرب نامیده 
می‌شوند روی 13 تعریف شده است. 
وان جری ۲ 
الف - خواصی عمل ۸۰4 دد 1٩‏ ۱ 
ج ۱ عمل «سل » در 1 شر کت پدیر است, یعنی 9 8 ,06 سه عدد حقیقی 9 
داریم : دك ره 
۳ اقا 7 يك عضو «ه که صفر نامیده می‌شود وحود دارد بطوری که بر اي هر 4 
متعلق به 1 داریم : 
<- جح 1 ه ده ه -8-41 
ج ب« برای هر و در ۲[ يك عدد حقیقی مثل «و» وجود دارد که وارون ۵ اسبت به 
عهل جمم نامیده می‌شود و دارای خاصیت زیر است . 


,۴ هم -- 1 )زد پر سا ن 


ات این خو اص جبر یه ده تنها بی مشخص کننده محمو عه اعداد <عیقی نمی با شد ( رای میال 
هجموعه اعداد کویا ناهمان مدل‌های <جمم وصرب اعداد حفیهی اون دار اي دمین‌خو اص است) البته‌خواص 
دیگری وجود داددکه ا گر به خواص جبری اضافه شوند , مجموعه اعداد حقیقی دا بمعنی خاصی 


مفیعص خواهند کرد . بح ۱ 


واروب ۵ نسمت به عمل جمح با «چ سس » نشان داده می‌شود , 
جح ۴ عمل «ل» در 13 دارای خساصیت جابجائی است . یعنی وو 9 دو عدد حقیقی 
باشند » داریم : 
8 و د وا + 8 
حاصیت‌های ج ۱ » ۲ » ج۳ و جع بیان می‌کند که ( , ) يك گروه جابجائی باعضو 
۱ 


دِ ۳ ؟ ۱ ۹ 
۹ ۳ صذر تخت امیس 1 


ب - خواصی عمل ضرب دز 1 
ض‌ اب عمل ضرب در 1 ان ای شر یدنه ۳۹ یعنی اگر 6,9,8 سه عدد حعیفی 


۹ داریم ۳ 
۱ )<< (06.) , 8 
ض ۲ در +[ يك عضو «۱» که پك خوانده می‌شود وجود دارد بطوری که ه ع2 ۱ و 
برای هر و متعلق به 4[ داریم : 
60-- 72۱.8 0.۱ 
ص‌ ۳ بر ای هر عدد حفیفی ومخالف صفر و ؛ يك عدد حقیقی ممثل «عز» وحود دارد که 
وارون اسیت به‌ءمل ضرب نامیده می‌شود ودارای خاصیت زیر است , 
۱ ۸ ۳ 8. »3 بت .2 


۱ 


19 :۳ وارود 8 اسیت به عمل ضر ب ۳ ۳ 0 و با 7 نشان میدهمم . 


وا ۵ 8 دارای خاصیت جایجائی است یعنی ار دا ,۵ دو عدد حقیقی 
پاشند » داریم : 
8 << .۵ 
خاصیت‌های ض ۱ » ض ۲ » ض ۳ و ض ۴ بیان می نند که زه , (ه)- 1) يك گر وه 
جابجائی با عضو بی‌اثر «یلك» است . 
پ - خاجیت پخشی ضرب نست به جمع 
اگر ۵ , 9 ,8 اعداد حقیقی باشند؛ داریم ۰ 
۵.00 (م لوا ), 8 
خاصیت‌های الف » ب و پ خواص جبرق >[ نامیده می‌شوند . 
از انچه در ریاضیات حدید سال دوم درمورد گر وهها خو اندید نتیجه می‌ شود که ۱ 
عنصرهای بی‌اثر سبت به‌عمل‌های جمع وضرب در 3[ (یعنی صفر ویك) متحصر بنرد 


می‌باشند یعنی 1 تنها دارای يك عذصر بی‌اثر نسیت به‌عمل جمع وتذها دارای يك عنصر بی‌اثر 


۲ 


(سبت به‌عمل ضرب است). 
۳ تصر وارون هرد جقیقیتسیت ع ج ی رو 
مسبت به عمل ضرب منحصر پفرد است ( یعنی هرعدد حقیقی ننها دارای يك و ارو نسبت 
به‌عمل جمم است وهرعدد حقیقی مخالف صفر تنها دار رای يك وارون نسبت به‌عمل فرب است) 

اگر دا , ع دوعدد حقیقی باشند» تعریف می‌کنیم : 
۱ ۱ زوا )و عد رس 8 
همچنین اگر »عاتا ؛ تعریف می‌کنیم : ۱ 


وس )هط ۵ 


-و تفاضل و از و و 5 8۰ تقسیم 8 بر وا نامیده می‌شوند . 

توجه کنیدکه اگر ه س وا » تقسیم و بر وا تعریف نشده است . 

خاصیت تسادی : ار 9 ع< 8 ور << » پس 4-0 ده 84 و 98 << 80. 
ما ازحالا ببعدگاهی یجای .9 می‌نویسیم 80. 

تفر یف س اگر ‏ يك عدد حقیقی باشد» تعریف می کنيم : 


1 ۰ (۵۳) <؟ و , 8۲(۵) < ۵ , 888 


وبطورکلی اگر ور يك عدد طبیعی باشدء تعریف می انیم : 


۱ -* 11 
و( 6۵) عد ۵ 


حالا با استفاده از عواص حبری فضایای زیر را ( که خاصیت‌های دیگری از را 
قضبه سس بر ای هر عدد حفیقی ۵ داردم ِ. 


هو سح و 2 
اثبات ۰ 

خاصیت ج۲ : ۱۷ 
خاصیت تساوی : 5 (۰ ۵.۱4 ع< ۵.۱ 
خاصیت پخشی و ض ۲ ۰ ۱ ه ۵.۱8 6 
" خاصیت ض۲ : ۱ ۰ ود 8 
وت ی و سح و .8 


( ریر | نهر بی اثر عبت ره عمل میم منحعصر بفرد است ) 


قضیه ۲ب بر ای هر دو علاد حفیهی 9,8 داریم : 


اثبات - ا گر ۷ ثابت است واگر هعرج » نشان می‌دهیم که مد و 


فرض کنیم ه 2و . دراین‌ صورت خواهيم داشت ۰ 
فر ضص » -- رم 


-ِ 1 

خاصیت تساوی ۵8 (20) 8 

۱ 

بغابر تضیه ۱ 3 2 

۱ ات ِِ 

خاصیت ض ۱ ط(۵ ع) <(8۵9) 2 
خاصیت ض ۳۲ 0 حد 
خاصیت ض ۲ 9 < 


بغا بر این هم در . 
اراضیه ۲ درحل معادلات استفاده می‌شود مثلا 
در پا اه پوحچست و ست لیر یا و تست وس پوت ه س ( سا مزا ( اس و 


زبر مجموعه‌های 1 


اگر قرار دهیم 
۱ ۸ ۵ ۳-۰۲۸۱ ۰ ۴2۳4۱ ر. 


مجموعه اعداد طبیعی بدست می آید , یعنی 
(۴,۰۰۰۰ ,۳و ۱۲) کت |( ست محموعه اعداد طبیعی 2 
محمو عهایکه از وارون‌های اعداد طبیعی دسیت به عمل جمم تشعیل شده است حجپوعه 
۱عد۱د داست عنفی نامیده می‌شود . یعنی 
۱ و۴ س ۳ مت و ۷ و !ات ) مت مجموعه اعداد دزست منفی 
همچنین همانطوری که می‌دانید مجموعد 
۳ ی ۲ یر ۲ ورن ات ۳ 
مجموعه اعداد درست نامیده می‌شود , 
2 | و و 62 , ۳ ۳ < ل 
یو عه اعداد کُویا نامیده می‌شود , ِ 
۱ هرعدد حقیفی که گویا نباشد يك عدد داگویا نامیده می‌شود . برای مثال عدد حفیقی 8۵ 
که پا ۲ عد اج تعریف شده است» يك عدد نا گویا است (چرا ؟) این عدد اگویا با ۷/۲ نشان 
داده می‌شود . دراینجا متد کر می‌شویم که اثبات نا گویابودن يك عدد حقیقی ممکن است بسیار 
مشکل باشد . 


۴ 


تمرین 


سب نشان دهبد که مات حفیقی اند 4 و حود 3 بطوری که 


۲ نشان دهید که بر اي هر عدد حقیقی 6 داریم ۰ 
و سح( ) 
۳ ّ تک عنه حقمقی مخالت صعر باشد 4 ساب دهید ۹1 


9 ۳ 
ت_ 
۱ << 0 


۶ب نشان دهید که ۲ يك عدد نا گوپا است , 


فصل دوم 


فصضای بر دار ی 


مقدمه س در ریاضیات جدید سال دوم بامفهوم يك گروه آشنا شدید . دراین فصل با يك 
مفهوم دیگر بنام «فضای بردادیه آشنا خواهید شد , فضای برداری یکی از مفاهيم حالب و 
مهم در ریاضیات است و دارای کاربردهای زیادی در رشته‌های گوناگون از حمله فبريك و 
9 
بادآوری می‌کنیم که مجموعه اعداد حقیفی با 9 نشان داده می‌شود . 
تعریف سس فرض‌کنيم ( 63 و ۷ ) يك گروه جابجائی باشد . همچنین فرض کنیم برای هر 
۷ وهر ]۸6 » حاصلضرب !۵ تعریف شده باشد و 8۷6۷ . 
[ حاصلضر پ اسکالر نامیده می‌شود ) , در اینصورت وی ۷ ناف فضای پبرداری 
روی 1 است هر گاه 
اف برای هر اج داشته باشیچ ۰ 
۳ ۱۱ 
"که در آن ۰ عضو بی‌اثر محموعه اعداد حقیقی نسبت به عمل جمع یز 
شارت ۳ 8۷ اعداد حقیقی باشند و ب متعلق به ۷ باشد » داشته باشیم . 
بو + بو با( وا به) 
پ - اگر وا , و اعداد حقيقی باشند و ب متعلق به ۷ باشد » داشته باشیم : 
(۷ط)وع ب(طه) 
تن ۳ گ ۷ متعاتی به ۷ باشند و و يك عدد حقیقی باشد» ۳ با شیم ۰ 
49۷ ۵۷ ره 80۷ 
هريك از عنعصرهای ۷ يك « پرداد» نامیده می‌شود . ۱ 
۱ تو چه * ار حالا به پبعد عمل «ظ6» روی ۷ را برای سادگی با «سلد» تسا( می‌دهیم . 
همچنین عنصر بی‌اثر ۷ نسبت به عمل «دلٍ» را « پرداد صفر » می‌ناميم و با ه نشان می‌دهیم 
يك بردار را معمولا با یکی از حروف لا, ۷ , 1۸ , .... و يك عدد حقیقی را با یکی از حروف ‏ 


8و تا و0۵ , +۰ شان مي‌دشیم , 


مثال ۱ همانطوری که می‌دانید (-1 , 8) يك گروه جابجائی است که دران «-» عمل 
جمع درمجموعه اعداد حقیقی است. اگر قرار دهیم 0 -< ۷7 وحاصلضرب اسکالر را همان ضرب 
اعداد حقیقی درنظر بکیریم . تاد می‌نوان دید که مجموعه اعداد حفیقی يك فضای برداری 
روی 1 است زیر ا .۰ 


الب - ۷۵61 ۱۵ 
پات عم , ط , ۷۵ 0 - ۵0 -- 6( -8-1) 
ِ 8 , ط , ۷۵ (۵)06 - م(ه) 
ث - 4-6 اه (ن اه 


(2:26۳ : (.۵, ۳ س ۲ ٩‏ 3[ >( ج[ -- ۷ 
اکر ر عمل «لٍ» را روی 1۲ بصورت زیر تعریف کندم 
) و (32,:87) ۷ را ها ,و 9 ۲( ون ها 
بساد گی می‌توان دید که (-4 , ۷) يك گروه حابجائی است . ژیر ا ۰ 
۱- برای هر (ب6,6) ۰ (بط ,,ظ) و (بهیع) متعلق به 10۲ می‌توان نوشت ؛ 
۵ , ب )6‏ (ط وق , و بق) ع (به , بع) + [(9 , ,ط) ۸-(۵۱ , جق)] 
0+0 6ب مها ها 
|( -,ط) وق و ( وک ,)سا ه] 
رن وا رن )8 وع) عد 
[(6۷ ۲6۱۰( و ,ط)] سا (۵ب به) ‏ 
۷۲- برای هر (.8, ,8) متعلق به ۲ داریم ۱ 
,)هر ه) زمر ه)عل(ه و ه) (و۵, ه) 
یعنی (ه , ه) عضو بی‌اثر عمل «+» در 10۲ است  .‏ ۱ 
۳ برای هر ((8, ,ج) متعلق به "0 داریم : ۱ 

(ه وه) د (8۱ , ,8) +-(870 - و  )‏ (پوات و 8۱  )‏ (87 ۱ ۹ 
یعنی هر عنصر از 0۲[ دارای يك عنصر وارون نسبت به عمل «ل» است ,مر 
۱۳۹۳ (بق, ,۵) د (وط , ط) متعلتی به ۲ داريم :... 

و مرت اتجوی ها ۱ 
((۵(- , بع 1 ,) ح ِ 
(87, ع) + (بط : ,بطا) << 


یعنی «+4» روی 10۲ دارای خاصیت جابجانی است , 
حالا برای هر ]66 و 6۳ (,8 , ,8) تعریف مي‌کنمم : 
۱ (08 , :08) ع< (8۱ , ,048 ۱ 
به سادگی می‌توان دید که ( ,/۷) با اين حاصاضرب اسکالر يك فضای برداری روی ۳ 
است زیر ! ۰ 
الف ب برای هر 8(6۲۲ , ,ع) دازیم : 
 )8 , 8.(‏ (۱87 , :۱8) ع< (8۱ , ,۱8 
99 0 ,ن اعداد حفیقی باشند و ۲ عع /8:(6۱ , :8) , خواهیم داشت * 
(,و (6+۵) , ,8 (6+0) ) < (,8 , ,8) (60) 
( بو بو , ,08 8:) تسد 
(:086 , ,08) 9 (687 ۰ :08) << 
(8۱ , ,068 ((۵ و 8) 6 ع< 
پ- اگر 0 ,ن اعداد حقبتی باشند و 1۲ < 6۷ (,8,۵) ؛ خواهیم داشت : 
(97 (60) , ,60(8)) <(8۱ , ب8)  )00(‏ 
 ) 0)08:( , 6)08,( (‏ ۱ 
,08 , ,08) 6 
( (,8:8) 0) 6 


ا 


ت - اگر ۲[ بای( ,) , (,8, ۵) و 6 یكعدد حتیقی باشد ؛ خواهیم داشت ۰ 
( ,ها و 9 ات 0)8 0(((۰ م بها) (8 + 8) 6 
( (0 0/8۰4 , (,۴۵- ,)6 )عح 
(واع ون , وا ,8ع) عج 
(60 , ,69) ط<-(087 + ,068) -< 
(وظ , ,0۱ + وم اه 


مثال ۳ - مجموعه همه ماتریسهای ۲۲ حد لا را درنظر بکیرید » همانطوری 
که در ریاضیات حدید سال دوم دیدید رل , ۷ دك کر وه حابجانی است ( که در آن بل » 
عمل جمع ماتریسهای ۲ ۲ ۲ می باشد, ) , 

"0۰۵ 


حال اگر ن يك عدد حنیفی و ۱ ۱ ست ار يك ماتر بس ۲ ۷( ۲ دا شم و 


0*۱ ۲ 


همانطوری که در ریاضیات جدید سال دوم دیدید تعریف می کنیم ۰ 
۲ 28۱۱) ۰ ۵۱۲ و8 
۲ 20۲۱) ۲ 08*۱ 
بدین تر تیب يك حاصلضرب اسکالر روی ۷ تعریف می‌شود . 
بسادگی می‌توان نشان داد که (- , /1) با این حاصلضرب اسکالر يك فضای برداری 


روی ۲ است زیر 


0۱ ۹ ۰ 
الف - اگر ۸ يك ماتریس ۲ < ۲ باشد خواهیم داشت : 


۲ 0۷۱ 
۲ 8۱۱ 
ح- ۵ ۱ 
8۷۲۱ 
۲ ۱0۱ 
۱3 ۱۹ 
0 ۷ 8۱۱ ِ 
۷ 0۲۱ 
۳۲۳ 0۱۱ ۱ هب 
ب- اگر ل , ی اعداد حقبقی باشند و ۸ يك ماتریس ۲ ۲ 
۱ ۲ 87۱ 
۷ 8۱۱ ۱ ۱ 
۱ (64-0) حت ۸( +-) 
۲ 87۱ 


)0-+ (۵, )634- (9 
)0--0(8 )06-(۳(۷۷ 

08 ببق- بق6 
08 بقل 068 
7 08,۱ و 


)۵۲۱ 3 0187۱ 08۷ 


2 +1 9 3 ۱ -- 
0 ‌ٌِ- بَِ 0۱ 
۸-1۲-۸۵ 0 ح< 


01۱ ۲۳ 


۳۳ ۳ 6,0 اعداد حقیفی باشند و 
۰۲ 207۱ 


۱ ۸ یك مانسریس ۲ ۲ 


با شد , خو اهیم وه 


0۷۱ ۷۲ 


5 «ب8 
۱ ۱ (060) < 5 (00) 


۳ )60۰ 0 
 )م0(ع‎ )00(۵ 


(6)08:7 (,6)08 
هت (0)08 


5 08۱ 
۵ , سس 

087۱ ۰۷ 

8 [ 
هه - ) ِ ۰ هچ " 
۱ ۲ 8۲۱ | . تن 


۱ ۱ َپِأ ۷ / 5 ٩۱‏ ۱ ۲ بط ۱ 
تا ۱ ۳۹ تسه ۱ ۳ ۱ ۱ 
| 87۱.87۲ ۱ 0 ۳ ۱ 


زان و عم » خواهیم ات ۱ 
۱ ۱ ۲ و۱ ۳ ۹ 5 منوت 
۲ [ ۷۲ ۲ | . ۷ 8۲۱ ۱ 


۱ 1 ۱ ب 8 ۵ 
۵۲۷-۷ 0 
(ب,ط + ب,ق)6 را واه ۱ 1 ۱ 
(((0 + +0)8 و 


ونسسسستت 


و 
087۲ 00 68 


8, 69 0۱ 


20۲ ۱ 6, 


۲ 9۱۱ ۲ 6۱۱ 
».سل 


,بط ۷۲ 8۷۱ 
0۸۵4-۵8 
حالا بائبات چند تضیه در مورد فضاهای برداری می‌پردازیم , 
درقضایای زیر فرض می کنيم ۱7 يك فضای برداری » «ه» بردارصفر و «ه» عدد حقیقی 
صفر باشد . 
قضیه ۱ س برای هرعدد حقیقی 8 داریم ؛ 


اثبات - اگر ب متعلق به ۷ باشد » می‌توان نوشت ؛ 
چرا ؟ 1 (ه ٩‏ 8)۷ حد باع 
چر! ؟ ۱ 2 8 سب 
از اپنجا نتیجه می‌شود که »عده ع » زیرا عنصر بی‌اثر درگروه (- ,/۷) منحصر بفرد 


قضیه ۲ - برای هر ۷767 داریم ؛ 


۱ هد 7 ۵ 
البات - اگر ۷ و و يك عدد حقیقی باشد » می‌توان لوشت ۰ 
چرا؟ ۱ ۷( ه ساسع) د اج 
چرا ؟ 0 


از اینجا نتیجه می‌شود که » باه » زیرا عنصر بی‌اثر درگروه (-- ,/۷) منحصبر پفرد 
است , ۱ 
قضیه ۳ اگر 17۷ و و يك عدد حقیقی باشد » داریم ؛ ۱ 
(81۷) -- جد /8(1 -) ع< ( با مد )8 
" اثبات - برای اثبات تساوی (7ع) -- ععهنا(و س) کافی است نشان دهیم که 
و 7 (۵ )۷۲ج (چرا ؟) . 


بنابر قضیه ۲ می‌توان نوشت ,: 


۷ ((و) ه) ع ۵(۷- )۵۱-4 
خی 
همچنین برای اثبات تساوی (8۷)-- <(:۱- )۵ کافی است نشان دهیم که 
و (برا )و توق . (چرا ؟) . 
بطور مشابه بنابرقضیه ۱ می‌توان نوشت : 
((ب )+۵04( )4+۵ 9۷ 
۳-0 
" وبنابراین قضیه ثابت می‌شود . ۱ 
ازقضیه ۳ نتیجه می‌شود که برای هر ۷6۷ تساوی زیر برقرار است ض ٍ( 
سس بح زا( ) 


قضیه ۴ سب اگر ۱/۷ و و يك عدد حقیتی باشد » داریم : 
مدا پا هس ون درا 


بات - فرض کنیم 0 8۳ . اگر ۵ برابر با صفر باشد » قضیه ثابت است و اگر ۵ 
مخالف صفر باشد » خواهیم داشت : 


چزا؟ ‏ ۱۵(۷-ه) ‏ 
بئا بفرض ۱ 0 (۱)۵6< ح< 
زیر فضای يك فضای برداری 


در بسیاری موارد » در يك فضای برداری ۷ » زیر مجموعه‌هایی از ۷ پافت می‌شوند 
که خود باهمان دوعمل جمع وضرب اسکالر که در ۷ تعریف شده‌است تشکیل يك‌فضای برداری 
"می‌دهند . این زیرمجموعه‌ها را که دارای اهمیت زپادی هستند زیر فضا می‌نامند . به مناسبت 
اهمیتی که این زیرمجموعه‌ها دارند تعریف زیررا می‌آوريم ؛ 
تعریف- فرخ‌کنيم ۷ پل فضای بردادی د 1/۷ . اگر [] با ده عملی که دد 7 رین 
شده‌اند . پشد فضاق بردادق باشد ۰ ۲ [] ۷ پثك زیر فضای ودادی ۷ می ناهند . 
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مثال ٩‏ - فرض کنیم ۷ فضای برداری 1٩۲‏ روی میدان 13 باشد » آن گاه : 
۱ (26: (۰:)) عت ۷۷ 
يك زیرفضای ۷ است . ۱ 
حق - الف : (+- , ,۷۷) يك کروه آبلی یا جابجائی است . زیرا : 
۱- برای هر (ه د ,ج) و (ه «پیج) در ۷۷ داریم : 
)ره اه پا() له ک(ه ۰ د) 
پس ,۷۷ نسبت به‌عمل جمم بسته است , 
۲- چون عمل + در 1٩۲‏ شرکت‌پذیر است » اين عمل در ,۷۷ ,نیز که زیر مجموعة آن 
است شر کت‌پذیر است . 
۳- روشن است که ,۰(5۷۸۷ « ه) » وچون (۰ , ۰) عضو بی‌اثر 1٩۲‏ نسبت به‌عمل + 
است . این‌عضو با هر عضو دلخواه (۰ « ») از ,۷۷ نیز جمم شود حاصل (۰ « د) است . 
۴- روشن است که برای هر (۰ , »د) در ,۷۷ عضوی‌مانند (ه « بر ) بدنام عضومتقابل . 
آن وجود دارد به‌قسمی که - 
(ه و )له )اه برس ساره )۱۳۱ 
و چون عمل -+ در ۲ تعویض‌پذیر است » در ,۷۷ نیز اين ویژ گی برقرار است : 
پ : و پرای هر ۳21 وهر ۱۷۷ع(۰ , عد) داشته باشیم 6۷۷( ۰ ,)۳ . 
پب برای هر ۲61 وهر (ه < ,) و (۰ ۰ ) در ,۷۷ داریم : 
 ۲۰(‏ (ا۲0) ع(ه ۰ ببا ۳ ع((ه ۰ )۱۰ ))۳ 
ره ,رازه نع( دص +( )ره وت ا۳) عت 
۸- همچنین برای هر ۲ و و در +[ و هر (ه «:د) داریم : 
ره یرو (۲۱) دز( ۱ ۷ر(و۲-۲)) د(ه )زو ۳4) 
(8۰۱۰)-(۰ ۱ ۲) عد 
ره ۱ )و( )۳ س 
4- همچنین داریم : ۱ 
(۰ « ۷و)(وج) (۰ « (۳۵))عد(۰ « (عرع)ج) ع(۰ « بده)ج عد (۰ « بر)ع)۳ 
ه - برای هر (ه <.2) در 1۷۷ داریم : 
۱ (۰ , ر)عد(ه « ۱) عد(ه د )۱ 
یعنی‌تمام اصلهای يك‌فضای برداری برقراراست ؛ بنابر این ,۷۷ يك‌فضای برداری روی ]است. 
تعبیر هندسی - ازنظر هندسی مجموعة : 
۳ (۷61 | (۰ ۱ ,۷۷ 


مجموعه تمام تقاطی از صفحه است که عرض آنها برابر صفر است و مي‌دانيم که نمودار این 
مجموعه محور پزهاست . پس مجور مرها يك زیر فضای برداری صفحه است . 
مثال ۲ _ درفضای برداری 1+۲ » زیر مجموعة ,[] را چنین تعریف می ثنیم : 
( تسه با ۱۱ ()) ت ل] 
نشان دهید له () بت زیر فعبای 8 است 
حل . ال بو . نا يك کروه آیلی یا جایجانی است , «یر" : 


٩ب‏ بر ای (.۷ : 1۳ 1 ۶ب ۷ ) مزر 1 داریم ۲ 
[۱) و پر ند ,|2۱( ۷ 2۱) 


(۲( هت لها سس هو حجست , [۱۱۷۱(۲ با) 
ار جمم طر فین (: و (۱) دارم , 
دول لا باس زو )او( سس ز) 
پس .ملاعلا چا )دز )4( لاد ور) . تصی .(۱ سیت به عمل 
جمح پسته است . 
۷- شر کس‌هدیری : چوت .. در 9۲ شر دت‌پدیراست._ این عمل در .]۰ که رپرنجموعة 
آن است . یز شر فت‌په یر می باشد. 
۳ زوشن ان له [اب(د )و نون (ه ده , تصو بی‌انر با در 107 است. . 
درنتیجه این عضر با هر عضو دنخواه (به « یز) از ,ل] جمم شود حاصل ۷۱ + () است . 


۴- اگر ,۱]ع(تو :ج) » آن‌گاء متقایل‌آن یعنی (و -۰؛ بر -) نیز در ,() است, زهرا : 
با .پر حچس ,ات( بو « ر) 


چپرا هدن 4 پوت چسه 
اصت 
۵- چون عمل +4 در 4۲] تعزیص‌پذیر است. . آین‌عمل در ا] نیر ۰ له ریرمجموعه آن 
است ؛ نحو یضی‌پدیر عی باشد . 


ید ر از ند 


| ۸ ,۳۶۸ ۶ 
ی 
۱ 

را اون پا و ۹ 

4 وهی زا موه 


خی تما م ا ییاز : رخث ههد ی پر ام هط از اجست, 0 بر ایس( وروت ای بو هم ار ی 4 ۳۹ ۷4 و 
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نبیر هندسی ب. ار نظر هندسی مجمو عه : 
زد درم لو ز یز ۶ 6)) کت | 
مجموعه تمام نقاطی ازصفحه است ثه تفاضل عر ضر 
وطول آنها صغر می‌باشد . و نمردار آن غمان‌طور 
له مي‌دانيم نیمساژ ریم اول وسوم است . خواص 
با لا را از نهلر بر میمی می و الب زٍ ری زین 4 بهمييي 
کرد . 


نو حه امایید له نمام زير مهسر عهای /۱ ریر... 


فا تسیز زیر دق یربهر یی و متا 0ج سل . 

۱- زیر مجموعه ((۳ رب و زرد رد۱ وا عت لا يك ژیر فضمای 14۲ نیست . 
زیر پل] نسبت به عمنهای +4 و ضر ب اسالر نم ی ند در ۲ 13 پسته نیست . 

۲- زیر مجموعه ( . . . و(۳پ هموزر (ور م)ات ۷۷ ۰ یث ریرفضای 
توق ار ۱ ات .را دا را ۷۷ سینت ره دی و یسته است ولی نسبت به عمل‌ضرب 
پستف بیست , 

ذر مثالهای (۱) و (۲) صمحه فپل . در تحذیق این که ,۷۷ یا ,لا زیر فضای يك فضای 
بردازی ۷ هست يا نه ؛ دمام ویر لیهای دضای بر :ی را برای‌آنها تحقیی ثردیم . درصورتی 
که به‌طور روشن در این دو مثال ءیده می‌شو. یت ویر نها ۷ یه طور «ستقيم به ,[] 
يا ,۷۷ منتقل می‌شود . آیا می‌توانید ویژ لیهایی ,۰ که مستقیماً از ۷ به ,زا یا ۷۷ منتقل 


سی‌شود نام ببرید ؟ 


در این دو مثال ین به دفظر می زر سذد شه بب .ی یرال دادن ان خه بل زیر مهمو رل 2 


زیرنضای ۷ است یا نه کافی است ویژگیهای حاسی از لا ر؛ بر ای آن تحفیق لبیم . فضیه‌ریر 
شرط لازم و کافی را برای اين که يك زیر مجموعة ‏ .د ,یر فضا باشد نشان می‌دهد . 

قضیه _ هرگاه ۷۵ پند (یرمجموعه عیر قهر . دسا نردادی ۷7 باشد : طرط ام د ثافی 
براق آد که ۷۷ پند زیر فضای با باشد ان نم تشه بان نسپیت به هر نو عمل چم اسر 


۳ 0 
۱سکا ثر بسته باشد . ( و جهن ا 


میم 


9 

۹ 

( 

2 

"۷ 
#4 


۳ ی را وا ات رب ای او هی هه از #:ز درل 
تک ۱ ن‌ مد یه ۳ 1 ُ ار ود دم یه نف ط اج ج .از ی ( من آب.ههه سک با ۳ 3 ۳ دوه ی 
۷ وب 5 1 در ۷ ۷ ۳ موب له ۳ ۱ سوب * ۱ ٍٍِِ ت 1 مِ 5 ۳۹ 


« ۷ و ۰ از ۱66۷۷ شنیجه می‌سود زاب 


۴ 


برای آنکه نشان دهیم ۷ م, گوییم : چون ۷۷ تهی‌نیست پس دست کم يك عضو 
مانند عزٌ در ۷۷ وجود دارد وچون ۷۸ نسبت به ضرب اسکالر بسته است پس 2667/۷ عت 6 ؛ 
یعنی 067/۷ . 

برای آن که نشان‌دهيم «261/۷ - چت ۱ ز » باز گویمم : چون 261 و ۱21 
و ۷۷ نسبت به ضرب اسکالر بسته است پس 22۷/۷( -) . اما بنا به نتیجه قضیه ۳ داریم ؛ 
کرت ۱(2--) » پس 6۱/۷ سم 

شرط کافی : فرض کنیم ۷۷ زیر فضای ۷ باشد » طبق تعریف زیر فضا داریم که ۷۷ 
نسبت به جمع وضرب اسکالر بسته است . 

نتیجه - هر زیر فضای ۷ شام داد ۵ است 

مثال - مجموعهُ (۱((۵612 , 80۲ -< ۷۸ يك زیرفضای 13۲ است . زیر | ؛ 

اولا . 


(۱ , 20()۲) عد(۱ , ۱(۱۵)۲ , ۵/۲ 
وچون ]9(2ا۳-ع) » پس ۷۸ نسبت به‌عمل لٍ پسته است . 
انیا ۰ 


() (08) < [(8)۷,۱]ظ 
و چون 506 » پس ۷۷ نسبت به ضرب اسکالر بسته است . در نتیجه » بنا بر فضیذ بالا ء 1۸7 
يك زیر فضای 1+۲ است , 
قبیر هندسی - می‌دانيم ( ٩‏ , ۲ ) بردار مکان 


بت چت 
۳( < ۷ را مشخص می‌سازد و برای هر ۲[عع بردار 


سیم 
(۱ , 2۲ نیز يك بردار مکان در امتداد 00 است . 
ب‌عبارت دیگر » (۱ , 2)۲ که حاصل ضرب اسکالر و * 


8۸۲, ۱( 


تلاسر 
در بردار ۷ است. يك زیرفضای ۷ » یعنی‌زیر فضای 


بر دار های صفحه است , 


نمرین 
۱- ثابت کنید (10ع9 , ۱8 4-ع) عت 5 : همراه با اعمال جمم و ضرب يك عدد در 
دو جمله ای يك فضای برداری زوی 9 است . 


۶ 


در (8عع , 9 , ۵ (0 , 9 , ع)) ع< 1 , جمم و ضرب را به صورت زیر نعریف 
می‌کنیم : 
وی وطدو , 40و) ع(] , 6 , 448( ر ها ,8) 
۶۴ (۲۵ , ۲ , م) ره , 0 , 1)8 


نشان دهید که 19۲ يك فضای برداری روی 1 است . 
۳ هرگاه ۷ يك‌نضای برداری و ۷6۷ : عضو دلخواهی باشد ثابت کنید ۰ 
|۲۷ < با ۲ ۷۷ 
۳ ابت کنید بر ای هر ۷۷ و هر ]۲۶ داریم : 
بت اد ( ۷7 ست )۲ 
۵ ثابت کنید درهر فضای برداری م برای هر دوعدد حقیقی ۲ و و و هر ,ب و ۷ داریم: 
سس با ت ( پا ۳۷ 
ع- ثابت کنيد : ۷-0 ۷ و ۳ جه ور ۷۲۵ ۱ ۷۷۰۷ 
ب آیا مجموعه اعیداد گویا همراه با اعمال جمع و ضرب معمولی يك بای بر داری 
روی 1 است ؟ چرا؟ 
۸- ثابت کنید در هر فضای برداری برای هر ۹6۷ و هر ۲ و ع در 4] داریم : 
بو سب ۲۷7 جت 17 (8 سه ۲ ) 
4- نشان دهید (0) يك زیر فضای ۷ است" . 


مت آیا (اس ۲ و ۷6 , | (۷ 6 عد و پك زیر فضای "1 است ؟ 
چرا ؟ 

۱ آیا (ه عد 7/۳ ب( و ۷۵ , |( , ))عد 5 يك زیر فضای ۲ است؟ 
جرا ٩‏ 


۲" آیا (۲عه ۲ و ۷6۳ ۱ ۷ | (۷ )4 حت 1۷ ء يك زیر فضای ۴ است . 
۴ نان دهید هر خط راست که از مبدا مختصات می گذرد يك زیر فضای 1٩۲‏ است. 


۴ نشان دهید ؛ ها ۲۱۷4 (- 6 و ۴ع2 . ب , 7(۱۷. ۷ ر()) عد [أ يكربر- 
فضای ۳[ است . 


۰ااااااااصااص ‏ ار 


۳۹ ین بر فضاً ر۱ معمو لا ده‌صو زر بت (0( نما یش داده آن ۱ بر فضای بد هی ۷ می‌خو | نند 


و 


تر کیب خطی 


در ریاضیات سال دوم دیدید : | + -[0] 
۱ 2 


که در آد| ۱ | و ۳ را بردارهای پایه خو !ندیم . درفضای برداری اصطلاحاً می گوییم 


[ ]بت کیب خی یدای[ !]و[ ]ات 


همچنین دیدید » هر گاه نقطه‌ای مانند ۸ روی ۸8 به گو نه‌ای باشد که 


( دور اعداد حقیقی هستند ) آن گاه داریم : 9 ۷ ۸ ۸ 
۳ ۱8 
+ - ۸۲0۵ ۱۵00۸ 
و پا ء 
۸( 0 
۸۸ ۳-۲۸ 
کته داز وان با کی قفا از انا 0 


0۸ و 08 نامیده می‌شود . به‌طور کلی در این مورد تعریف زیر را می‌آوريم : 

تعریف س در فضای بودادی ۷ :گر 7 ۰ 1 ۰ ...9و عضوهای ۷ باشندهآن‌گاه براق 
هر ب8 » 8 ) ۰.۰ و ود ] » عضو ماه .8۱-8۵ از 1۷ دا یلك ثرکیب خحطی 
۰.۰۲۷۲۷ ۷ هی ناهيم . 

از این تعر یف نتيجه می شود که هر گاء ,۷۳ ۰ ,۷ »...بر و ب؟ عضوهای ۷ باشندبه گونه‌ای که 
(,8 » بح » ... اعداد حقیقیند ) .ابو لا ود با 
آن گاه گنته می‌شود ۷ يك تر کیب خطی از بردارهای ,۷ ۰ ,۷ ۰ ... و وبا است . 

مثال ٩‏ - الف : در ۰۲ عضو ۱۱, ۳)۰-+(۷)۱,۰ » يك ترکیب خطی از ( ۰ , ۱) و 
(۱,ه) است . 


6 


‌ ۱ 
ب ۰ در ماتربسهای ۳۷۱ : عضو زره » يك تر کیب خطی از 
5 و ۱ ۰ 


۱ ب 2 
یت | ۲ ۲ ‌ ۱ ات 
,۲ 9 "۳ 


مشال ؟ ح الب ۰ در فصضام, ماترد .ها ۷ تریی | 2 | ۲ يك تر کیب خطی از 
۸ ۱ 


سحلن] [نن] زترایل ]سر 
ی 


ب : در ۴ » عضو (ع , )٩‏ يك تر کیب خطی از (۲ , ) و (۴,۷) است زیرا ۰ 
)٩ ,۱۶( ۱۱ , ۲( +۲۴ ,۷(‏ 
ج : روشن است که همیشه مي‌توان نوشت : 
(۰)6,0 +4 (۰)6,0 عد (۰,۰) 

یعنی (۰.۰) يك تر کیپ خطی از بردارهای دلخوا» (,ع) و (6,0) است 

با توجه به تعریف ومثالهای بالا ء اکنون سوّال زیر را مطر ح مي‌کنیم ۰ 

ذیر حجموعهاي از بردارهای بل فضای دای داده شده اس . 

الف ؛ ؟ با می‌توانن یکی از ؟ نها (۷ به‌صورت ترکیب خحطی بقیه نوشت ٩‏ 

ب + با می‌ثوان هر بردادی از این فضا ۱ به صورت ترکیب خی ابو بردادها پوشت ٩‏ 

مثال ٩‏ - مجموع بردارهای (۱۶, )٩‏ ۰ (۱,۲) و (۸و۴) از فضای برداری 8۲ 
داده شده است » آبا می‌توان یکی از آنها را مثلا" (۱۶ , )٩‏ به صورت تر کیب خطی از بقید 


نوشت ؟ 
فرض کنیم پاسخ به این پرسش مثبت باشد ؛ بعنی اعداد حقیقی « و با یافت شوند به 
گونه‌ای که : 
)٩ ,۱۶( ۱۷/۱ , ۲(-۲۲۷ ۴,۸۷۱ (۱)‏ 
از اینجا به دست می‌آید ۰ 
شرب اسکالر : ( ۸۲و ۴۷) ۰٩‏ (۲ , ) عد (۱۶ , )٩‏ 
جمم در ۲۰ : (۸۷ ۲۲٩۲‏ , ۴ ) ع (و۱ , )٩4‏ 
دراین صورت بنایر برابری زوجهای مرتب داریم ۰ 
۴۲۰ + 
ات 


پس وجودنساوی (۱) یعنی وجود ‏ و ۷ بستگی به‌وحود حوابهای این‌دستگاه دارد. اما 
این دستگاه معادلات دار ای جو اب نیست چرا ؟ یعنی هیچ دو عدد حقیقی مانند ‏ و با یافت 
نمی‌شوند که در تساوی (۱) صدق کنند ؟ یمنی در ۲] عضو (۱۶, )٩‏ را نمی‌توان به صورت 
تر کیپ خطی از بردارهای (۲, ۱) و (۸.۴) نوشت . در صورتی که در مثال ۲ بالا 
قسمت ب , دیدید که )٩,۱۶(‏ را می‌توان به‌صورت تر کیب خطی از (۱,۲) و (۴۷) نوشت 


1۹ 


مثال ۲ - بردارهای )٩,۱۶(‏ ۰ (۰)۱,۲ (۴,۷) و (۴,۸) در ۲ داده شده است » یکی‌از . 
آنها مثلا" بردار )٩,۱۶(‏ را به صورت تر کیب خطی از بقیه یعنی بردارهای (۱,۲) ۰ (۴,۷) 
و (۴,۸) بنویسید . 
۱ فرض کنیم عددهای حقیقی ‏ ۰ ۷ و 2 یافت شوند به گونه‌ای که ۰ 
(2)۴۱۸ ۲ (۲(1۱۷)۴۱۷, ۱ < (4,۱۶) 


باتوجه به مثال ۱ اين دستگاه به‌دست می‌آید : 


4 67 4 ۴2 ٩ 
۲۷-1 ۷۲ ۰ 7 ۶ 


که از حل آن داریم ۰ ۲« ۷ و ۱۱-۴2 . دراینجا در بستگی به و دارد . بنابراین اگر 
هر بگيريم » جواب 16۱ » ۲عدز و هعد و به‌دست مي‌آید . اگر ۱ فرض شود ؛ 
آن گاه ۳ یز » ۲ ۷ و ۱ درو و اگر ... بدین‌تر تیب دیده می‌شود که بردار )٩,۱۶(‏ 
در "10 را می‌توان به صورتهای بی‌شماری به شکل تر کیب خطی از برداره‌ای (۱,۲) » 
(۴,۱۷) و (۴,۸) نوشت . بنابراین پاسخ به‌قسمت الف پرسش مطرح شده دربالا چنین است ۰ 

در پعضی موازد جواب عثبت و در بعضی موادد جواب عنفی امسنت یعنی جواب کلی. منفی 
است , ۱ 

برای پاسخ به قسمت ب به مثالهای زیر توجه کنید : 


مثال ۳ - کنتيم که . 


"8 ۱ 3 ی ی 
۱ - هر بردر ماد | | در صفحه را می‌توان به صورت تسرکیب خطی از بردارهای 


0 


۲ - هر ماتریس ِ از فضای ماتریسهای ۲ < ۲ را می‌توان به صورت تر کیب 


ستتتل: با[ بل رال بات 
دا امکان ایی‌که دد يلك فضای بردادگ + بتوان هر عضو ر۱ به صورت ثرکیب حطی اچند 
دار داده شده ایی‌فضا نوشت وجود دادد . اعا مثال زیر نشات می‌دهد که اییناعکان «میشگی نیست. 
مثال ۳ - آیا هر بردار (9 , 8) از ۲۲ را می‌توان به‌مورت تر کیب خطی از بردارهای 
زب , ۱) و (ه - ر ۳) نوشت ؟ فرض کنیم بتوانيم هر بردار مانشد ( , ع) را به صورت 


۲ 


زیر بئویسیم : 
تعریف ترکیب خطی : . (۱) . (9ارع) (هح ر ۳) و( و۱ 
از این تساوی همان طور که قبلا دیدیم دستگاه زیر نتیجه می‌شود : 
8 6-۳۷ 
ات 
اما این دستگاه درحات کلی جواب ندارد ( چر۱؟) » پعنی اعدادی مانند و با در ۲ 
وّجود ندارد به گونه‌ای‌که تساوی (۱) برقرار باشد . 
باتوجه به مثالهای اخیر » جواب به قسمت ب پوس مطرح شده دد صفسات قبل ۰ گاهی 
مثبت و گاهی منفی است . اکنون؛ تعریف زیر (۱ میآودیم : 
آعریف . در فضای بردادي ۷ ۰ گویيم بردادهای ,۷ ۷۰ ۰.۰.۰ و و7 بستگی خحطی 
دارند هرگا: اعداد حقيقي 8 ,6 9۰.۰.۰۰ و8 ؛ که دست‌کم يکي از ۱ نها مطالف صفر است ۰ 
باذت شوند به‌گونه‌ای که : 
0ج و۷ و8 دب ۳۵۱۷ 8۱۷ 
از این تعریف نتيجه می‌شود که اگر بردارهای ,۰۷ ,۷7 ...7.۰ و با عضوهای ۷ 
باشند وپتوان ب-را به‌صورت تر کیب خطی از ,۷ ۰ ,۰.۷..» و و نوشت » یعنی * 
( ,۰8 :8 ». . , اعداد حقیقی هستند ) ول بت 9 8 عه ۷ 
آن گاه گوییم ب با بردارهای ,۷ ۰ ۷. .9۰.۰ ون بستگی خطی دارد . 
مثال - ۱ - بردارهای (۱,۲,۰) » (۱,۲ -,۲) و (ع۶رب-رع) در 12۳ بستگی‌خطی‌دارند. 
زیرا داریم : 
(موهره) ع< (۶, ۷ و۴) ۱ (۲ ,9 و۳)۲ ( و ۱,۲) ۲ 
۲ - پردارهای (۰,ه,۱) و (۷,۰,ه) و (۳,ه,ه) بستگی خطی ندارند . زیرا از : 
(*وهوه) ‏ (۳ر۰ ,)8( (۰و۲ره )۵۷( وه ,۱۱ 8 
نتیجه می‌شود ه عد .8 » ه 8 » ه ع<مع , پعنی تمام ضر ایپ صفر است . 
آعریف - در فضای بردادی ۷ گویيم بردادهصای ۷ ۰ ۷۲ ۰..۰.۰ و وا استقلال حطی 
دادفد ۱ پا مستقل خحطی هستند ) ۰ هرگاه بستگی خحطی نداشته باشند . به عبادت دیگو ۱ذ ؛ 
([ ,8 » ب8 » .۰ . . اعداد حقیقی هستند ) 0 ولاووط-. .۵۱۷۱۵۱۷ 
نتیجه شود * * عد ور ع< . . . < 8 ۵ ۱ 
دراین صورت مجموعٌ (وب ۷۱۰.۰۰ ۰ ,۷) را مجموعد مستتل خطی می‌نامند . 
مثال - و - در فضای بردارهای صفحه : بردارهای پایه مستئل خطیند . ژیسرا» اگسر 


۳1 


هو خر 
زب رنضای پرداری 1 تردتر (۲,۳) را هرجا که امجن از ید صورت تر کیپ 
خطی از بر دارهانن. دنه شفده زیر پتو بسید . 
رم روم )و (فیا) ی 4 ات ای ۱.۲۱ الق 
و ۰ ۳ 4۱,۲ و ۲ (۲۱۱) و (۱مه) و(ه ,۱ ! (۴,۴) - د 
بت برداری 7 » بردار (»,۴,۱) را » هر چاکه امکان د!: : ۰ بدصورت ثر کیب 
خر ما تاه ده زیر ننویسید . 
(*,۱ءه) و (۱:۲,۱) , (۲,۱,۲) - الف 
(۲,۳ست ,۱) و (۱,۳,۲ت) , (۲,۳ رات  )‏ ب 
روا (۱) تاج 
(۱یعوه) , (فواوه) (ه,می) -د 
ج . درفضای برداری ۲ » از دسته بردارهای داده شده زیر » کدام يك د.تگي خعلی 
دارد . دلیل بیاورید . 


(۱-, <-) , (۳,۷۲) - ب ‏ ۰ ۳۱۷۲(۲) , (۲,۳]. ال 


(۵ ۷/۳,۷), (۵ ۵:۳۷ ۲۷)ر (۳ ۳,۳۷ ۲۷) - د. ؛ (۱:۱) و (۳,۲) , ۱۲.۳۱ - ج 
۳ - در فضای برداری ۳ , از دسته بردارهای داده شده زیر » اد:,م يكث بستکی خطی 
دارد , دلیل بیاورید , 
(۳,۲,۴) , (۱,۰:۲) و (۲,۱,۳) - ب 4 (۲,ه,۱) و (۲.۱,۳) - الب 
(»,۱,ه) و (۳,۲,۴) - د ! (ه»و۲,٩)‏ و ۱۳۱ ؟) - ح 
.. ابت کنید درفضای برداری ۲ » هر سه بردار متمایز با ببدتر .تگی غطی:«ارند. 


لصا ج دوبن اس 


اس سس 
سس وب 
کچ 
ار موی وا مب 
وس یوس سم 
۳-9 

-_ 
تست سس 
سا 
تست موی 
-. ۳ 


۹ دا دایل ناو ید , 


۷- آیا ماتر یسهای زیر ۰ 


و ۳ 


ی ون 


سس سیر 
3 
‌ س 
سس یی . 
سوبس 
0 . 
سس ی 


۸ ب ترفضاهای ۳۲ و ۰ (] , اردسته برد ,ها دادم شده‌ریر ه ندام‌يك استغقلال خطی دارد ۱ 


دلیلی پباه رید 


ا) (فی ۲ ۴۱۳۱ رو (میع ا) ب الب 


ِ( 
1 
4 
۱ 
9 
محر 
ِ» 


(۰۰۲:۱) + (۱,۱+۱) و (۴,۳ سر ) 
۴,۵۱ , (۲,۳) ند 
٩‏ - عضوهای کدام يك از مجموعه‌عای زیر ؛ استقلال خطی دارند . 
الف ۰ ()۳م ۲, 4۱,1 ؛ ب : (۲۷, ۲۲) 
ه ‏ - نشان دهید که در «ر فضای برداری . 
اف عضوهای هر زیر م‌حدوعه که شاءل 0 باشند بستکی خطی دار ند , 


ب -اگر دنه , آن‌گاه (۷) مستتل خطی است . 


1 


سل سوم 


جبر کلیدی 


تب 


مدا ي رنکه شاملی « ۰ دیش لاه 3 سیم ر ! رح افتتت در اظر ِ بگی ید » می‌دانبد که جهاز 
عامل درروشن رن لا »سید جا ی د. وس هو لد کاب کند, ۲ اهب سه عتد با شد , ۳ مقاومت 
لاب ماس با ونتاز مواد بشد ع. کلید سالم باشد. دراین بخش هرجا اسمی ار مدار برده 


۳1 


ی ی َ ات لس ۰ 
۰ ۳ ۳ ات 3 5 این ات ۳ سس ار ۳0 ر 3 ك_ّ لب بو ده ِ ٍ ره زر ۳۹ س ره هب وبا رکات زر در 


٩ / 3 
۱ شا‎ ۳ 


با: و بسته بودن‌کليد. پاکلیدها ؛ تعدادکلیدها دد پشك‌عدار» نحو؟ قرادگی فتی کلبدها د< حد۱( ء 
طر حدیزق. بك‌مدا براق هدب ای ۰ با لا خره‌ک کرد تعدادکلیدها «دیله مداد به منود ستتو‌هرینه 
وی ایجایکامشی در تارمدار. 

نماش کلید‌ها .- رای نمایش‌کلیدها در حالت کلی از حروف النبای لاتين ۷۰ و 2».. یا 
۷ استفاد» می‌شود. سماده‌تر ین مدارها آنهایی هستند که شامل يك تلیذ می‌باشند. این 


مها نا بهیی ازصورنهای زیر نشان می‌دهند. 


تسحد. ۰ 


۳4 


سح دحا و تسننن سا 


هبی‌دانيي ۵۱ هر کلید بر ی دار ای دو و صم اسنتن:: با تسه است (حریان بری از آن می گذرد) 
و (حریان ازآن نمی گذرد). در يلك مدار اگر دو کلید چنان باشدد که ۳ دکی باز است 
دیگرق بسته باشد و بالعکس» آن گاه ۱ را به بز نمایش دهیم دیگری را با ۳ مشخصی 
خواهیم ۹ شکاهای زیر چنین حالتی وا نشان می دهد . 


/ ‌ 


4 شش سس ۳۱ 


لت مس 


7 4 


ارزش کلیدها - همانطور که بر ای گز اره‌ها ارزش درستی‌قائل شددم . بر ای کلبدهانیز ارزش 


یس مه ده 9 ۰ ی | ۱۳ ۰ ۱ ۹۳ ۳ 
دا بل می‌شو دم ؛ بدین تر نیب که ۱ ر تاه( تیا نمم ار رش‌ان 5 احا وا گر باز پاشدار سس 
آن » است . بنابراین حروفی له برای نمایش تلیدها به کار می‌بريم متغیرهایی هستند که تنها 
مي نو آنند ممادیو ۹ باه را اختیار نندد. 


دلیدیرا ده شمه آره تا زره و نی ِ ۳3 عسو ازه مه تن س_ ۱ نشان 2ج ۹ 


پس هد و ۱ نسمایش کلیدهای ثابت هب‌مند. 


پنابر انچه ثفنه شد, و۳ دارای اررشهای مختلفنن , پعنی ه تست بر فقط + ففط و قتر , ثه 


عد. هر جدول ارزش ۳ باتوجه به ارزش ‏ چنین است 


ت رکیپ کلید‌ها - راههای مختافی برای در ذیب تردن ز اتصال ) تایدها وجود دارد . م 
تال و ناه سادة‌آنها را در زیر می آوریم ۹ 


تر کیب (اتصال) متوالی سشطل زیر تر دیب دو دلید یز و لارا به‌صو رت +توالی تشال‌می .هد 


در این اتسالی و جو ۵ دا تقلی‌ه ٩‏ حول در بان ی به باز و بسیته نو دن درو دلید :شم ۵ 
3 رورت 5 7 هي ۱ شا - 
مداز حاصل ازثر ثیب متوالی کلید »ز ولو را به ۷  .‏ یا زیر نشان می‌دهيم , جدول ارزش‌ایر 
مدار باتوجه په اررشهای بر و۷ چنین است . 


۷۰ 


ه ۳ 


1 ۰ ۳ ِ ۳ ۱ ۱ ۱ 2 ۰ ۰ 
مر ده هی سمو 2 له این دول دزرسست ملی حدول ار رس در یت ععاشی 9 ثر ار ه هت . همین 


۳ ۹ این ما لح رای دق درو صعه اول (ستظر او يب ) و وه تاه 


تر کیب (؟ دبیبا 9 سموازی ی سدیی زیر !دعب تاه تن رو ار ابه و راد دوازرق داهن در 


بت 


مدارحاصل از انصال موازی دو دلید بر ولا را به ۷+ نشان مي‌دهيم . جدود اررش 


درستی اين‌مذدار دی ات ۱ 


ملاحشه می‌شود ز ۵ این حدول یز درممت اند حول ار رش در لیب فصلی دو گر اره است. هجدین 
این حدول نشان مر دعدنه جریان فقط در وصء آخر رسطر آحر) و جود بدارد وذر سایر اوضاع 
(سطرها) جر یان در هداز حازی است . 

می‌تو ان مدارهای. حاسل از ده انصان «نو ی و مواری را از باهم بر دیب ثر ‏ و مدارهای 


پیچیده در ی ره وت 9 در زیر سم نمو نه ار تن مذ ار ها نشان داده شده است 


وین ره وه 


۷ 
یت :۷۰ 


باه راست به قر دهم با رات مرل ا ی ۰ ۷۵ و ارم + لا +4 ۲) سس می‌شودد 


۱4 رونت . مسر 


۹ ۱ ۹ ۰ « با ۱ ار یا ۰ 
و ۳ ب_ ۱5 سر« و از ها و او و از هی 


۳1 
جع یی و نیچمه ساب 7 
۷ سم 
۱ 
۱ 
نوی ۰(9 ۲۳۳۹ ت. 1 ِ 
۰ ۱ 
كَ ۶ 
کت ۷ " 
۳ 
مر سم 7 تحت ج چسمسته مصسأ 
۳۹ ۰ نت ۳ بو ۰ ۱ ك . 
بر نع ۱ ۳۳ داي تب یج ۳ دشت دا و رت تمد : مت وب ی + شیم دی ۳ 
ج تیه ۰ ی 6 وید تب ۰ 


۰ هجرد . ۳ ي‌صود ۹ 
ِ ۱ ۳9 5 4 ۳ ۲ 
تا بح ( ی مه از زا" عبارت انیت از ۱ مت ۹( حچٍس ۷2 بح ار ۱ بت ۲ ی 


جریان عبور می کند و ۱ گر ۶ < ] باشد مدار فاقد. سریان است ‏ 


تعریفص ۷۲ دومداد را هعادل‌گوييم هرگا ۰ بوات‌هردسته (حالات‌کلیدها» هدومداردسنه نس با 


لس 


و دک تمد  :‏ .ه هن 


۱( ی عبورکند) ویاهردو مداد جاز ( جویاندرا ن‌متوقف باشد) با شندب وت رنه 


گويم حرگا۰ هرد دد یت وخضم باشند . 
در زیر دومداز معادل ز مسج شده امیت . 


و ۹ 
۱ 
۳ سست. و 


۳ 
4 و ۷ 


ر هش ۱1 مست جحسپ: ! 44 ۱ ۳1 

۲ هلآ و وچ کید و 21 با ۹ ۱ 

۱ ۳ ۹ ۱ و ۲ بص-۳ 3 ۳ واه ۰3 
یو رمی و و ر ۷ ۶ عم باه بار باشند مدار فاقد هر یا است ر مایب در وازه 


بار ات جریا دد ماار موق ام 


۱ ۱ ۳ اّ شم 
ِ: ۳ 4 سچ - ی ۳ سس یی ٩‏ 2 سس ۷ شذ 3 یس . 4 هر 2 1 


15 ی و ۰ ۹ 1 ۱ ِ ۱ ژد ۹ ۳ نت 
۰ 0 یر ۱ 2( ۳ پم / ۳ و هب ۰ 5 ۱ 0 ك ۰ ۰ 
۳ وه 0 . ۳ ۳ و 9 اه 4 : #۲ جبیپن 9 / 1 0 ۵ ۳۹ ۳ ۲ ئ ,یخن 4 2 پگ ۲ 0 ۳ ک 9 
# 7 اف ۱ 
َ ۱ 5 ۳ » 
۱ وب ۹ ۰ 1 : 3 ۱ 
۹ ب ۳ 7 موم ۳۰ ۳ اه م۳ و ۰ ۲ 8 ۰ ۹ ۱ ۰ ‌ 
4 ۲ ۱ دپ ۱ مب 3 2 ۱ ۰ ۷ 5 ۱ 1 ۲ ۲ و 
5 ۶ ِ ۳ ۳ ۳ 3 ۳ ۰ یاچ ب ۳ نو ِ ۳ باهم فیط 1 من ۷ یر ۱ ُ و ۳ ۱ 
۱ ۱ ‌» ۰ ۳ 
/ ۱ و 1 ۹ ۹ تس ۳-۹ ۰ ۳ 
۰ج یه ۲ 2 ۱ 1۳۹ ۹ توبن : ۰ 3 ۳۰ ۱ .: 9 کَ ۰ 
۲ ات ۷3 ما > 1 ۷ ۳ حد یط بر ی لو مب ۱ 5 + دسا وتات َ 


توضیحات فوق در جدولهای زیر نمایان است . 


+ 2 | 4.) + 2( 


جدولها نشان می‌دهند که دو عبارت بولی (2 + ). و 2 + لز هم آرزشند . 
تعریف ۳ - دو عبالرت بولی (۱ عساوی گوییم هرگاه مدارهای متناظر آنها سعادل یا 
جدولیا ی نیا هما«ژسش باشند . 
دو عبارت بولسی هم ارزش بالا » یعنی (2 + )ید و 2 + 1 با هم مساویند , ۱ 
تساوی را به صورت زیر نشاب مي‌دهیم : ۱ 
2 4 ۷ حت (2 ۲ ۷) و 
به خصوص دو کلید ‏ و۷ که باهم باز و با هم بسته می‌شوند به صورت از < ا نشان‌می‌دهیم. 
از آنچه گفته شد نتیجه می‌شود که تنها ویژ کیه‌ایی در مدارعا مورد توجهندکه مربوط 
به‌باز و بستن کلیدها باشند» به‌عبارت دیگر ؛ در مدارها عواملی مورد بررسیند که تعیین‌می کنند 
چه موقم حریان در مدار وجود دارد یا چه موقع حریان متوقف است . بنابر این ما در مدارها 
به کمیتهایی مانند » مقاومت ؛ شدت حریان : زمال » ... توحه نداریم . 
حبر کلیدی - هر يك از اتصالهای متوالی و موازی عملی را در مجموعةُ کلیدها تهر یف 
می کنند که ما آنها را به ترئیب به .و + نشان دادیم . 
مجموت؛ کلیدها ۰ همراه با دو عمل ب و + که دادای حاصینهای زير می باشند » یلك 
دسنگاه دپاضی تشکین می‌دهد که به نام جبر کلیدق نامیده مي‌شود . 
۱ - شرکت‌بذیری - هر يك از اعمال , و + در مجموعة کلیدها شرکت‌پذیرند؛ یعنی 
پر ای هر ز و ۷ و 72 داریم ‏ 
7 + (۷ + بر) ح< (2 + ۷) + و 


۳۸ 


2) < (۶)12 
که مدارهای آنها به صورت زیر است ۰ 


ی 


2 + ( + «) (2 + )+ 5 
و 4 ی 
2( (12) 


و نظیر تساویهای زیر در مجموعه‌هاست , 

(۷ لا  )26‏ (,2 ۱ ۷) لا 26 

2 0 )۷ 0( 2 )< ۷( ۸ 

۲ چجابچالی - هريك از اعمال , و4 درمجموعه کلیدها دارای خامصیت جابچالی‌هستند» 
یعنی برای هر کلید ‏ و ۷ داریم ؛ 
۷ بت ۷ اد از 
۷ 7 )2 

که مدارهای آنها به صورت ژیر است ۰ 


سل ۲ 


۹ ات ( میتی 
۷۰ ۷.۷ 
و نظیر تساویهای زیر در مجموعه‌ها می‌باشند ۰ 
لا ۷۲ <- ۷۲ لا 2 
0 ۷ < ۷ ۸ 2 


۳ 


۳- پخشی ( توذیعپذیری ) - هريك ازعملهای , و + نسبت به‌دیگری‌توزیم پذیر است 
یعنی برای هر و ۷ و 2 داریم : 
2 + ۷ < (2 +4 ۷ 
(2 +۱۷ + ) < (۷2) + 5 
که مدارهای آنها به صورت زیر است : 


1 


2 + و (2 ۲+ 6.۷[ 
2 ۷ ۹" 
(2+ ۷و (۷2) .+ 


و نظیر تساویهای زیر در نجموعه‌ها هستند . ۱ 
(۸ 20 لا (۷ 0 2) ,۱۷۸ 0۲ 2 
(2 ۷۱ 06 (۷۱۷ 2) <(2 ۷0۷۵ 3 
۴ - عضوهای بی‌اثر ( کلیدهای ثاپت ) - برای هر کلید »رز داریم ۰ 
ه + بز 


د آ ۰ ۳4 
که مدارهای آنها به صورت زیر است ۰ 


» + و 
و نظیر تساویهای زیر درمجموعه‌ها هستند . 
2 5 لا 2 


٩ 0 ۱۷۲ - 
۳۰ 


۵ - متهم گیری - بر ای‌هر کلید »ز ء کلیدی مانند "»ر داریم به گو نه‌ای که : 
۹۳ 
2-۰ 1 - یز 


که مدارآنها به صورت زیر است : 


۷ 
و۲ 
۷( 
4 ۳ 


1 , 
2 4 


ونظیر تساویهای زیر درمجموعه‌ها می‌باشند ۰ 
22 ۸ ۸0 
< 2۸۰ لا 2 


به‌طورکلی هرمجموعةٌ غیرتهی 3] همراه با دد عمل. و -(.و | و13) که دادای خواصزیربا شد: 


,3 - شرکت پذیری : 


۰2 (۷ + 6) > (2 + ۷) + ۲ ۱ 
ر 7619 ۷۳۷ 


)۷2(  )۷(2 
: جابجایی‎ - 
ع ۷ + و‎ + 
۷۷۰8۵ 4 ۲ 
۲ 22 ۱ 
: پخشی‎ - 1(« 
۹۹0 4+ 2( < 10۷ + 72 
۷۱۷ , 228 , 


(2 + )(۷ + ) عد (۷2) + ز 


+ - عضو های بي‌انر ب عضو‌های ه و ۱ موحودند به گو نه‌ای که. 


حد ۰ 1۲ 2 
۷ 
 , ۱‏ 
- متمم گیری 
29 2 + یز 
, 60 3 , ۷:2 
»زا 


۳۱ 


به لام پثك جبر بول خوانده می‌شود . این نامگذاری به خاطر ریاضی‌دان انگلیسی جرچ بول 
(۱۸۱۵-۱۸۶۴) است که از اين دستگاهها برای اولین بار برای مطالعك مجموعه‌ها و منطق 
استفاده کرد . چبر کلهدی ؛ همان طور که دیدیم دارای خواص پنجگانه بالاست ! و مثالی اژ ‏ 
جبر بول است . 

مثال ۱- مجموعا گزاره‌ها همراه پااهمال ۸ و ۷ بك چبر بول است , 

( دو عبارت منطتی ۳ و 0 را معادل نامند هرگاه ارزشهای درستی آنها یکی باشد , 
این دو عبارت معادل را به‌سورت 0) ۵ ۳ نشان می‌دهند , بنابراین عد يك لوع تساری‌منطنی 
است . ) ۱ 

هرگاه ج ؛ ی و ۲ سه گزاره و 7 يك گزار؛ درست و ۳[ يك گزار نادرست باشد با 
استفاده از جدول درستي گزاره‌ها می‌توان درستی هم‌ارزیهای زیر را نشان داد . 

۱ - شرکتپذبری: 


۲ ۷ )6 ۷ ۲( ۶ )0 ۷ ( ۷ 1 
۷ ۰ ۰ 9 
٩ ۸ )4 ۸ ۲( 2) ۲ 
جابجالی‎ - ۲ 


۲ ۷ ۷۵ 
0۰ ۶ 


و 4 »۰ 0 ۷ 


۳- پخشی 
 )0 ۸ 0( ۷ )0 ۸ ۲(‏ (۲ ۷ 6) 0۸ 
و۰۰۲ ۷ 


(1 ۸۷ 0) ۸ (9 ۷ () ۳6 (6۸1) ۷ 2 
۴- عضوهای بی‌اثر : برای هر گزاره و داریم : 
۵ ۳ 0۷ 
۵ 2۸ 
۵ - متمم گیری: برای هر گزاره چ داریم : .. 
۳ (0 ۰۳) ۷ 2 
۳ ه (0 <) 2۸ 
یعنی هر گاه. ۳ مجموه گزاره‌ها باشد » دستگاه ( ۷۱۸ ,۳) پك جبر بول است . 
مثال ۷ - بر ای‌هر مجموغا)2: اگر مجموعة همه زبر مجموعه‌های‌آن‌را(مجموعه توانی26) 
به (()۳ نشان دهیم دستگاه ( ۵ ,لا ,(۳)06) يك جبر بول است. زبرا همان‌طوری که دیدید : 
۳۱ 


+ - شرکت پذاری : 


6 را رون ۵ 60 دا ظ) نا ۸ ۱ 
۱ ,(26) 6 , 3 , ۷۵ 


ور (8 ۵ ۸) ع ( 0 04۳ ۸ 
۲ - جابجالی 
۸ لا ظ ع 3 نا ۵ 
9-۸ د ۷۸۱8۶۲ 
مب _ پخشی 


(00 ۸ نا (8 ۵ ه ع (0 با ۱8 ۸ 
(۵ن ۸ 2 (8 با ۸ ع رن 80) اش 
۳ - عضوهای بی‌اثر : بر ای هر داریم : 
۱ ۵ < و را ۸ 
۸ 01۷ ۵ 
۵ - متمم گپری ۰ بر ای هر داریم : 
۲ << ۸۳ را ۸ 
< ۸ ۸ 
بثابراین ( 0 ,لا ,(۳)26) يك جبر بول است . 


و (2۳)2 ) ,8 , ۷۸۵ 


چند قضیه برای ساده کزدن مدارها 
درجبر مجموعه‌ها دیدیم که برای هردو مجموِهُ ۸ وق داریم : 


۸ -< ۸۵ 0 ۸ شر -- بش را بش 
2 << ۵ 0۱ ۸ 4 <- ]1۷ زا ۸ 
۸ س (ظ را ۸) 0 ۸۵ ۵۸ ( ۲ ۵۸) با ۵ 
نا ۰۸ (ظ 0 ۸) 4 08 ۸۰-<(3 را ش) 
هم( و اج ۷-۵ 


 "‏ قضایای زیر"شان‌می‌دهد که این احکام درهر جبر بول ودرنتیجه درجبر کلیدی نیزدرست است 
قطهة ۱ - اگر (۰,+,8) يك جبر بول باشد» آن‌گاه برای هروا متعلق به 8 داریم : 
الف - ۱ وا ع وا + 9 
۱ منت ۱ 0« . 9 
برهان - اگردا عضو دلخواه ظ باشد چنین می‌نويسيم : . 


۳۳ 


ارات 


پنابه بو[ ۱ (0 + 9) ع 0 +0 
بنابه ,8 ۰ ((9 +ها) , (9 + ها) عع 
بناپه .8 : ("9اوا) + وا 
بنایه .9 : و ط و 
بنابه م13 : 0 
تک 
بنابه ,ظ : »و , ادها .9 
بتابه ,0 . 0 اج 
بتابه بخ ز (9+) .9 
بتابه یط ؛ ۱ ۱ ۱ سم« 
پنابه .3 : ۱ ۱ ت 
قضی؟ - اگر (۰, + ,1۵) یک جبر بول باشد ,آن‌گاه برای هروا متعلق به 8 داریم ؛ 
اقا هه 
ی ۰ وه . و 
برهانن - فرض‌کنيم را عضو دلخواهی از19 باشلء چنین می‌نويسيم : 
الما ار ر ‏ 
پثایه ۵ و ۱ 0+۱(۰) ه و جوا 
بنابه رظ و ۱ (۱()۲+) ده 
نابه 2 + (9 ,)جات 
بابه .3 : تب 
پنابه 2  :‏ ۱ ۱ او 
پا ۱ 
بابه .2 : ۱ ۰ +( ۵) ص ه ‏ 5 
بنابه .ظ : ۱ (9ط) + ( .)و 
پنابه 9 ؛ (0+ه) .9۵اه 
پابه 2 و .۵ات 


پنابه م8 .: ۱ هت 


۳۴ 


قضية ۴ - در فر جبر بول برای هر ع و و متعلق به 38 داریم ؛ 


 تفلا‎ 


جع( +ع) ۰ ۵ 

و«( ۰ 2) +8 
۹ 5 (9 + ۵) . (ه +ع) ع (9 +۵) .2 
بنابه 5 : ۱ نیت 
ات 1 ۳ 7۳ ۱ بو 8 
بابه 8 : ) + (۱ . ۵ (9 2) + 3 
نابه ,3 : این و 
بنابه نضیه ۰۲ ۴ ِ 
پنابه بط ؛ 5 


قضی ۴ - درهرچبر پول» عضو "2 متناظر با عضو 3 متحصر به‌فرد تا ۳ 
وهانن - فرض‌کنيم غیر از 2, عضودیکری‌مانن+ ,8 نیزمتناظر باعضوه است به گونه‌ای که: 


» ع 6 . 8 و ۱ 5 + 2 ۱ 


نشان می‌دهیم که ,و 2۳ . برای این‌منظور می‌نویسیم : 


۳ 
بنابه ,0 - ی 
بنابه فرض < "8(,ع + ع) ه 
بنابه 19 ؛ (۵,8+ عه) < 
بنابه مر[ ۰ عم 
بنابه‌فر ض : ته +۵رع ع 
پنابه بژ و (8 )هه 
پنابه ی ء ٩‏ > ,8 ع 

99 


فضهة ۵ - در چبر بول برای هر ع دازیم : ۱ 
2 (۵) 


برهای - می‌دانيم که : ۱ ۲۵ ع 


۹ (2) ۳۹ ب۳ 
۳۵ 


۳۲ 


به‌همین ثرتیب و حه 880 و هح ۵(!و) پس طبق قضیذ ۴ (2) ۵ 
قضية ۶ - در هر چبر بول ‏ ما و اه 
برهای - طبق فضية ۲ داریم ( يا بنابه ,3 ) . 


و جون بنابه م 13 نیز داریم: 
4۱ ۱ 
همچنین داریم : 
1 هد و , ۱ 
جرا ؟ ود وه , ٩"‏ 


با توجه به‌قضیهٌُ ۴ » نتیجه می‌شود «ع او و ۱ "هم . 


قضیة ۷ - ( توانین دمور گان ) - در جبریول برای هر ۵ و وا داریم : 
۳ و + و (9اع) 


تا "0 (ط + 2) 
پرهان : الفی - داریم: 


بنابه بط ؛ "طارهاج) + ج(20) ع ها + 20()۵) 
بنابه 9و3 ۰ 20001 + دا( 28) ع< 
بنابه و . 0 + وه س 
بنا به‌قضیه ۲ ۰ ه + ه < 
به‌همین ترتبب ثابت می‌شود 0(<۱ + 8) +- 9اه 


طبق فضیه ۴ » "9 + 2۳ همان "(واج) است : 


0 + و (29) 
ب - داریم ۰ ۱ ۱ 
چرا ؟ (۵ )۵+( 9ع) , وع اج , (و + ۵) 
چر! ٩‏ (۵)00 + 9( عع) ‏ 
چرا ٩‏ هط واه 
و د وت 
به‌همین نر نیب ثا بت می‌ شود ۱ "وا "و 4( -ع) 
پنابه قضیه ۴ » "ح"و همان "( 9 9 ) است ۰ 
"0 ۳( + و) 


این تضایا درجبر گزاره‌ها نیز درست است 


چند مثال : - مدار عبارت بولی )۷( +) را رسم‌کنيد. 


دز سس 


۲- مدار زیر داده شده است عبارت بولیآن‌را پتو سید . 


حل- طبق آنچه گنته شد داریم : (6() + 2 + بي) +8(4 +])]< 
۳ عبارات زیر را با استفاده از قوانین جبر کلیدی (جبر بول) ساده کنید : 


الف - [ و( ۷7 0())] سار 
ِ" ((2) ۰ (2 4 ])) 
حل ؛ ۱ ۱ 
الف - پنابه قضه با + ا( ]+ اس زا . ربج + 
بنابه فضی و و۷ : ( + 7) + لز س 
پتابه بق :.. + ).+ ]+ رس 
بنابه ,13 ؛ [ ۰۱( ]+ لایر عد 
بنابه ,1 : ( + )+ لز س 
بنابه تضیذ با ؛ ((۲) + زر س 
بنابه مظ ؛: نج 


ب - بپنابه فضیة ۷ (و ج) جازو ج 0۳۷ ی "((2 + )2(۰ + [ ۳])) 
بنابه قضیه ووپ 6 ۲2 2 + ( +4)] سس 


بنابه تضی ۷ ۰ تا 
بنابه تطی1 ۷ء 2 ان 
بنابه 9 : (۱ + )52 س 
بنابه لضی ۷ ۰ ۱« 


۳۷ 


بنابه ,3 : 7 «< 
تمرین 
۱ - مدار هر يك از عبارات بولی زیر را رسم‌کنید : 
زر وج+ورجیصیه ‏ + ۶ ۲۰۳2۲ 
۸ + 2(4 + 2[ + ۷(2 + 5)]) ۰ 2+( + ۳2)2] 
۲ - عبارات بولی هر يك از مدارهای زیر را بنویسید . 


۲ ۷" ۷ وت تن ات 
1 
4 2 ۳4 ۷ 
1 
4 ۷ 2 
ک را ال 
۳ - بااستفاده از قوائین جبر کلبدی (جبر بول) عبارات زیر را ساده یاتساویهارا ثابت 
کنید . 4 (64+۷()۷+2) 4 4۷۲۷۲ ۲ (۱+ 165 
۱ 
4 ۳۷۲2 "(2 + ۷+ بز) و 2+( اعد (۷2) 
راچد و + ردو دب 4 2+ وا +ده)( 2+ + ربا + ه) 
4 0 +( + +۵4 4 ۷2 +21 + ۷2+ 2( -1-:)]) 
+ ( +۵( + و + 8۳( ددع +9 +86)(ل + + + ه) 
۲ + 0۷2 4 6۷2+ ۷2+ 2 + ۷2 6 
۴ ب درستی تساویهای زیر را ثابت کنید : 
4+ او + هد( جع .+۵ ؛ جع واه + 2٩0‏ 
دوع 9و در9دع) ؛ و ع روط + ۳ع) . (ط + ع) 
عم د+عرودوراه ؛ 9+ 89۵+ 29 + 2۵0 
. از( +ق(ه + عمط جدع) + عع ع9 +واو + واه 
و - بدون استفاده از قانون دمورگان ثابت کنید: 
مد (وااه) 6« او و رح 99+ (ه + ۵) 
و - با استفاده از مسئلة د ‏ "2۳ بد "(9 + ج) را ثابت کنید, 


۳۸ 


ات کید زا ۲۵۵ (طاجم) ‏ و رواجم بروی 

یکی ز 806 (وط 2+ وج جرج +عع + واج) 

2 لا + (2 + )روج رو + اج 

۰ م مشمم هر يك از عبارات زیر را نوشته آن را ساده نمایید ۰ 

(2 + ۷ + ز)(2 ( +( + 
(2 + زج ها( + ۲ج 

به طوری که دیدید جبر کلیدی يك جبر بول است و ما برای آن که مطلب را درحالت 
کلی بحث کرده باشیم قضایای قبل را در جیر بول ثابت کردیم . ولی این قضایا مر بوط به حبر 
کلیدی نیز می‌باشد و ما از آنها در دو مورد زیر استفاده می‌کنیم ۰ 

٩‏ - ساده کردن يك مدار داده شده 

۲ - طرح يك مدار با ویژ گیهای خواسته شده 

ساده کردن مدارها - ساده کردن مدارها اغلب با روش آزمایش و خطا صورت می‌گيرد. 
يك مهندس کار آزموده و ماهر در نتیجهٌ تجربه‌هایی که په دست آورده است می‌تواند به نحو 
تا بل ملاحظه ای مدارهایی را که قبلا نمونه‌های آنها را دیده است ساده نماید . اما برای ساده 
کردن مدارهای پیچیده در کامپیو تر روشهایی و جوددارد که از بحث ما خازجاست . روش‌عمومی 
برای ساده کردن يك مدار این است که ابتدا عبارت بولی مدار داده شده را به دست می‌آوریم 
مین ۱۲ استناده ازق آنین. یر پول انوا را تا جابی که ممکن است ساده می‌کنيم آن‌گاه مدارعبارت 
ساده شده را رسم می‌کنيم . 

مثال ۱ - مدارزیر را ساده‌کنيد. 


8 سس 6 


حل - عبارت بولی این مدارعبارت است ۰ سس و 

۵ + 06 + 20 + ۵و + وو و9 

ابن هبارت باتوجه‌به توانین خوانده شده 6۵ مس و9 
به‌صورت(0 +6) 9 + (8 6 +)ع نوشته 6 سس و 


۳ 
" 


۳۹ 


کار این‌مدار با مدارقبلی یکی بوده ولی تعدادکلیدهای آن کر است . عبارت فوق رابه 
صورت زیر نیز می‌توان ساده کر د 
(0 +ع)(ط + ع) + واو عد 00 +06 + 90 +26 + ۵0 
که مدار آن درزیر رسم‌شده ات . تعداد کلیدها دراین مدار به ء کلید تفلیل پافته است 
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مثال ۲ - مدارزیر را ساده کنید . 


حب ۲ 


حل - هر گاه عبارت بولی مدار را به [ نشان دهیم خواهیم داشت ۰ 


(۷2 + )وچ (و2 + لزع ]1 
؛ رب دج (بو6 و 2ج )1 
1۱ ۰ 2ج (بزع) +  17(  )02(‏ < 
3 : (72) خر + ورن نانچ زر نت 
چرا؟ (۷2) 1 + 7 ه + 2 + ۰۷ د 
چرا ۷72 + 1۲2 ۷ ه < 
چرا؟ 2( + ز) ع 
چرا؟ 2( + )( 6+  ])6‏ 
چرا؟ 2( +4 ) < 


و مدار آن در زیر زسم شده ات 


2 
7 5 


طرح‌ریری مدارها - طرح‌ریزی يك مدار با ویژ گیهای خواسته شده نظیر پیدا کردن 
گزاره‌ای است که حدول ارزش آن داده شده است . برای طرح يك مدار به ترتیب زیر 
عمل می‌کنیم : 

۱- جدولی‌تنظیم‌می کنيم که‌حالات ممکنهرا بر ای هر کلید در مدار مورد نظر مشخص کند, 

۲- پس از تنظیم جدول » تابم بولی آن را می‌نویسیم . 

۳ تابع به دست آمده را با استفاده از قوائین جپر کلیدی (حبر بول) ساده می‌کنیم , 

۴- مدار تاپع ساده شده را رسم مي کنيم , 

مثال ۱ - می‌خواهيم لامپی را در يك راه پله به گونه‌ای نصب کنیم که این لامپ 
به وسیلهٌ دو کلید یکی در پایین و دیگری در بالای پاکان روشن و خاموش شود . مدار لازم را 
طر ح نمایید . 5 

حل ب ۱ - تنظيم جدول : اين دو کلید را به 7 و بو نشان داده مدار را طوری شروع 
می‌ کنيم که وقتی هر دو کلید بسته باشد لامپ روشن گردد ( یا می‌توان طوری شروع کرد 
که وقتی هر دو کلید بسته باشد لامپ خاموش باشد) . تابم بولی مدار را [ نامیده برای آن 
جدول درستی به صورت زیر تنظیم می‌کنیم ۰ 

س در شروع فرض کردیم وقتی هر دوکلید پسته است (۱ 2 و ۱ ) » لامپ روشن 
باشد . در این صورت داریم ۱ 1 (سطر اول) . 

- کلید ز را بسته نگهداشته (۱ ع< ) ولی کلید ب 
را باز می‌کنیم  ۰(‏ ز) دراین صورت لامپ خاموش‌خواهد 
شد و داریم » س< [ (سطر دوم جدول) . 

-کلید و را بسته نگهداشته (۱ « بز) ولی کلید بر را 
باز می کنیم (ه ع< ) در این صورت لامپ خاموش خواهد 
شد و داریم هس ۲ (سطر سوم جدول) , ۱ 

- بالاخره هر دوکلید ‏ و 7 را با هم باز می‌کنيم (۰ << و ه ع ) دراین‌صورت لامپ 
مجددا روشن خواهد شد و داریم ۱ < 1[ (سطر چهارم جدول) , 

این حالات راکه شامل تمام تر کیبهای ممکن دو کلید »ز و ۷ است ء به صورت فوق وارد 
جدول می کنیم . 

۲- تابم [ را با استفاده از جدول می‌نویسیم . می‌بینیم که تابع در سطرهای دوم وسوم 
دارای ارزش صفر است , یعنی وقتی که کلیدهای 5 و ۷ در يك وضع نیستند جریان عبور 
نمی کند . چون در این دو وضع جریانی در مدار نیست می‌توان در اين حالات مداری در نظر 
نگرفت, به‌عبارت دیگر » بدون این که به نتیجه‌کار درحالت کلی مدار لطمه وارد آید» می‌توانیم 


۴۱ 


از این دو وضع صرف نظر کنیم . اما تابع در سطرهای اول و چهارم دارای ارزش ۱ می‌باشد» 
یعنی در این دو حالت جریان در مدار وجود دارد . سطر اول را در نظر بگیرید » اگر ‏ و ۷ 
در اتصال متوالی باشند » آن گاه ارزش تابع 7[ در سطر اول ۱ و در سایر سطرها صفر است . 
به همین ترتیب » تابع ۳ در سطر چهارم دارای ارزش۱ ودر سایر سطرها ارزش آن صفر 


مات 


هر گاه به جدول ارزش درستی اتصال دو کید موازی نگاه‌کنيم می‌بينيم که جدول‌مزبور 
درست دارای ۳ لازم برای ارتباط ۷ و "۷ می‌باشد . در آنجا کلید ط + 2 در صورتی 
دارای اررش ۱ ات داهن با شیم ۱ <- 8 پا ۱ < با . 


یعتی حدول ارزش درستی عبارت ۳۷+ ۷ درست همان جدولی است که ما در شروع حبل: 
برای مسئله تشکیل دادیم پس تابع بولی مدار عبارت است : ا - ۷ < [ . 
۳ - در اینجا عبارت "+ زیر به ساده‌ترین صورت خود نوشته شده است . 


۴ - در زیر مدار [" به صورت ریاضی و فیزیکی رسم شده است . 


[ سب 2 
۷ 


۳ 


مال ۲۷ - مداری که حدول ارزش آن در زیر داده شده است رسم کنید , 


حل - ارزش عبارت ۸ در سه سطر آخر حدول برابر ٩‏ است . در اين سه وضع جریان 
در مدار عبور می‌کند . طبق آنچه در مثال و دیدید این عبارت از جمله‌های : از ؛ بر ؛ 
"۷ تشکیل شده ار ۱ عبارت بولی مدار برابر است با ۲ ۷ نع ۸ . 
اکنون ۸ را با استفاده از قوانین جبر بول ساده می‌کنیم . 


۷ + ۷ + ۷ -< بر 

بنابه 1 :  )‏ 1 
بنابه .13 : ۲ ۲ 7 > 
بنایه یط : مرو وک 
بنابه ,1 : اس 
بنایه بل: (و + او (ع+ ا) - 
بنابه ,ح : ۱( + ۷) د 

۱ سب 

نمودار مدار در زیر رسم نده است . 4 


مثال - مداری که حدول ارزش آن در زیر داده شده است رسم کنید , 


۳۲ 


حرل _ طبق این جدول ؛ ] در حالات ۰۷2 "132 و ۳2 برابرااست (جریان در 


مدارمی گذرد ) پس : 


بنابه جدول: ۶2 + 2012 .4 1/2( ] 
پنابه .ظ : ۷2 + (2 + 2) 1 < 
بنابه .ظ فورظ : + 


نمودار ] در زیر رسم شده است : 


ل( ست کر 
۳ تا ۹ 

مدارهای کامپیوتر - عضوهای منطقی مداد: يك عضومنطتی مدار را می‌توان به مثابه 
حعبه يا بستك لوچکی درنظر گر فت که ازيك يا چند هادی ورودی (سیم ارتباطات) ويك یابیشتر 
هادی خر و حی تشخیل شده است. هادیها علائمی با ولتاژ مشبت متناظر با ؛ یا و لتاژ صفر متناظر 
با » می‌ف مستند معمو لا حروف 6 ۰ ۷ ۰ را برای‌نشان دادن يك هادی (سیم) به کار می بر ند, 
وقتی هادی زر يك علامت می‌فر ستد گفته می‌شود دارای ارزش ۱ است و ونتی هادی علامت 
نمی‌فر ستد دارای ارزش ه است , این فر ارداد تاحدی با قراردادی که قبلا بر ای کلیدهای بسته 
و باز بکار بر دیم فرق دارد به‌عبارت دیگر دراینجا ما هادی که يك علامت می‌فر ستد به‌عنو آن 
يك مدار بسته (دارای ارزش ۱) وهادی که علامت نمی‌فر ستد به‌عنوان يك‌مدارباز(دارای آررشه) 
ری هی کرت عضو دای منطقی مداررا معمولا با يك دایره‌که يك حرف داخللآن نوشته‌شده 
و خطهایی که ورودیها وخروجیها را مشخص می‌سازد نشان می‌دهند . پیکانهای روی این خطها 
ورودی وخروجی‌مدار را مخص‌می کنند. پیکانی که به‌طرف‌دایره‌است ورودی و دیگری‌خروجی 
مداز است. عضوهای منطقی مدار عبار تنداز: 

۱- مدا منطقی‌متمم - اين مدار دارای يك ورودی ويك خروجی است که تابع آنها متمم 
یکدیگرند . بدین معنا که اگر ارزش ورودی مدار ٩‏ باشد آن‌گاه ارزش خروجی‌آن » است و 
بالعکس. نموداراین مدار درزیررسم شده است. 


۹ 
۲ مدار عطفی - این‌مدار متناظر است با رابط منطقی «و» درجبر گزاره‌ها ودارای دو 
پا بیشتر هادی و زودي بو ده ولی فقط دارای يك خر وحجی می‌باشد , نمودار این عضو منطفی‌در زیر 
1 
آ» 
۴۴ 


اين مدار منطمی وقتی يك علامت به‌خارح‌می‌فرستدا (دارای ارزش خروجی ۱ است) که 
فقط وفقط هريك ازورودیهای آن يك‌علامت بفرستند (هر ورودی دارای‌ارزش و باشد) , هر گاه 
ورودیهای این مدار منطقی را به2 و ۷ نشان دهیم » خروجی با توجهبه‌قر اردادهای جبر کلیدی 
به‌صورت 1 نوشته می‌شود . ۱ ۱ ۱ 

۳- مداز فصلی - این مدار منطقی متناظر است با رابط منطقی « یا » درجبر گزاره‌ها و 
دارای دو یا چند ورودی بوده ولی دارای يك خروجی است . مدار وقتی يك علامت به‌خارج 
می‌فرستد ( دارای ارزش خروجی و است ) که اقلا یکی از ورودیهای آن يك علامت بفرستد 
(دارای ارزش ۱ باشد) . اگر ورودیه‌ای این مدار را با 2 و ۷ نشان دهیم خروحی این مدار 
با توحه به‌قر اردادهای ی کر فش به‌صو رت ۷+ 1 خو‌اهد بود . نمودار این مدار در زیرزسم 


له ینت 


4 


۴ مداز نیمه اف اینده - درسالهای قبل عددنویسی درمبنای ۲ را دیدید. 


اعد اددرمنای ۲ اعذاددرمنای‌اعشاری اعداددر مینای ۲۷ اعد اددره‌بنایاعشاری 

و ۵ ۰ ۱ ۰ ۱ ۱ ۱ 

۲ ۱۰ ۱۱ ۱ ۰ ۱ 

۳ ۱۱ 

۴۳ > ۳۷ ۱۱-۰۸ 

۵ ۲:8۰ ۵ ٩ بووین‎ 

مت ی ۳ ۱۱۰ ۶ 

۷ ۱۱ ۰ 

۰۰ ۱۱۰۵ ۱۰ ه هه ۱ ۸ 

موم موی وم می ی و وم مه و مم یآ 5 ۰9۱ ۱ ۹ 
۹ ۱ ۱۶۵ 


علت یادآوری عددنویسی درهء‌بنای ۲ این است که بیشتر کامپیوترها اعمال جمم را درمبنای ۲ 


(- این علامت همکن است به‌صورت عبورجریان پا دوشن شدن‌يك چراغ پا زدن يك بوق با 


ض به کوتاه باشد. 


۳۵ 


ار و 


۲٩ + ۱۱۱۰۱ + 
۱ ِ« ۱۱ ۰ ۰ 
۴۱ ٩۱ ۵ ۱۲ ۰ ۱ 


اخیر آ بعضی از کامپیوترها با مبنای ۸یا ع۱۶ نیز کارمی کند . درجمع دورقم » هر گاه‌حاصل‌جمم 
دورقمی گردد رقم دوم را که همان ۲ پر يك است درسمت چپ زفم اول می‌نویسیم ۰ 
۱ 
۱ 
0 


دراین صورت رقم سمت راست یعنی‌صفررا به 5 ورقم سمت چپ یعنی ۱ (همان دوبريك) 
را به 4۶ نمایش می‌دهيم . برای جمع دورقم حالات زیررا درنظر می گیریم ۰ 


مجموع ۳ مبنای ۲ 
٩‏ ۱ 4 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
۱ 
/ 
۱ 
/ 
۱ 


این رقمها را به + وبز نشان داده توابع بولی ) و٩‏ را باتوجه به آنچه راجع به طر ح 
مدارها گنته شد می‌نویسیم . جدول فوق را به دوجدول زیر تجزیه می‌کنیم : 


طبق آنچه قبلا دیدیم خواهیم داشت : 
٩5 -- ۷ +‏ و ۷ عد ر) 
حال مدار این توابم را با استفاده از عضوهای منطمی مدارها تشکیل می‌دهيم , مدار ٩‏ 
شامل دو کلید "ز و از بوده‌که برای هريك نیاز به‌يك مدارمتمم است. همچنین دوعبارت 7 و 


۷ وجود دارد که احتیاج به دومدار عطفی دارد . بالاخره يك عبارت به صورت ۳۷+ 6 


۴۶ 


که نیازبه يك مدارفصلی دارد . مدار ٩‏ درزیر رسم شده است . 


ومدار 4 به صورت زیر است ۰ 


2 
س(6 > 5 


باتوجه به قوانین جبربول می‌نوان تعبیر دیگری از 5 به صورت زیر به دست‌آورد . 


٩ ۷ 4 ۷ 
< ع)‎ (6 


(1۷()۷ + ) صد 
مدار 5 دراینجا به ۴ مدار منطقی نیاز داردکه رقم ) یعنی ۷ نیز شامل است . این‌مدار 


۱۷ ) (۷+<)ع 5 


این مداررا برای سهولت به صورت 


نشان داده آن را هدار ثیبه افزاینده یا طرح نیمه افزاینده می‌خوانند. مدار نیمه افزاینده برای 


جمع دو رقم به کار می‌رود . جمع دوعدد به طور کامل به وسیلة تر کیبهای این مدارمیسراست. 


۳۷ 


در کامپپوثر میلیونها مدار ازنوع مدارهای فوق‌الذ کر ومدارهای دیگر وحود دارد که دراینجا 
فقط بمنظور آشنایی با طرزکار کامپیوتر مختصری از آنها ذکر شده است . 
تمرین 


٩‏ - هريك ازاعداده ۲۴ »۲۰ ۱وعع را که‌درمبنایاعشاری‌نوشته شده‌اند درمبنای۲ بنویسید. 
۲ - اعداد ۱۱۱۰۰۱ » «عوهه ۱۱ ۱۱۱۱۱۱۱ را درمبنای اعشاری بنویسید . 
۳ - جمع‌های زیررا انجام دهید (درمبنای ۲ 
+ هر ۱۰۱۰۱ + ۱۰۱۰۰۱ + »۱ 
۰ ۸ ۰ ۰ ۱ ۰ ۱ ۰ ۵۱ ۱ » ۱ ۱ ۰ ۱ 


۴ عبار ات بولی مدارهای‌زیر رانو شته ودرصو رت امکانآنهارا حتی المقدور ساده نمایید , 


سس مدارهای ساده ۳ را رسم کنید ۰ ۱ 0 0 
۱ 9 ۵ 
ٍِ_ ۱ 
ِ ۷ ۷ ۱ 
۷ 2 ۷" ۱ 
۰ 2۷ 
/ 


0 : ۵ 
ص ۳ : 
6 ح : 
۷ 


3 


۴۳۸ 


۵- بااستناده‌ازعضوهای منطتی هريك ازمدارهای زیر را که باحدول ارزش درستی‌خود 
مشخص شده‌اند رسم کنید ۲ 


۳ با استفاده‌از عضوهای‌منطتی جدول‌ومدارعبارت 2 ۷ + (2 + ۷ -- ۸ رارسم کنید. 

۷ جدول‌عپارت بولی‌زیر را تشکیل دهید: ۲۷2+ ۱۷2+ ۲۱۷2+ 2 لور [ 

2 مداریازسه کلید » 0 و ويك چراغ تشکیل شده است. لامپ وقتی روشن خواهد 
شد که حداقل دو کلید از سه کلید مزبور بسته باشد. نشان دهید که عبارت بولی مدار مزبور را 
می‌توان به‌صورت (9/0 + "9اع)ه + اه < ۸ نوشت . ۱ ۱ 

4- کریدوری به‌وسیله يك رشته لامپ رنگی تزیین شده است . مداری طرح نمایید که 
لامپها به‌وسیلة هريك ازسه کلیدی که به‌ترتیب‌درطرفین ووسط کریدور قرار می‌دهیم کنترل شونذ 
(خاموش و روشن شوند) . 


۰ - عبارت بولی ٩‏ و ن) را برای مدار زير بنویسید, 


۴۹ 


کامپی و آر 

مقدمه - کامپیوتر دستگاهی است الکترونیکی که کارهای معینی درصورتی که نحوء 
اجرای آنها را دراختیارش قراردهند با سرعت فوق‌العاده زیاد انجام می‌دهد . بنابراين برعکس 
آنچه مردم عادی می‌پندارند و بر خلاف آنچه در ایلمهای خیالی دیده می‌شود کامپیو تر دستگاهی 
شبیه مغز انسان نمی باشد. بعنی کامپیو تر به‌تنهابی‌قادربه| ندیشیدن يا انجام کاری نیست بلکه‌بر ای 
انجام‌يك کارمثلاحل يك مسئله بابد معلومات ومراحل حل‌مسئله » گام به گام به‌آن داده شود تا 
کامپیوتر با استفاده از این داده‌ها جواب را تعیین و به‌اطلاع برساند, 

معلومات راداده‌ها و مراحل تنظیم شده حل مسللهرا برناعه وجواب خارج شده را نتیجه 
می‌نامند. طرژ کار کامپیوتر درست شبیه اعمالی است‌که يك فرد جهت تعیین‌جواب یك‌مسئله 
انجام می‌دهد. یعنی شماهم وقتی می‌خو اهید حو اب مسئله‌ای را پیدا کنید باید او ل معلومات را 
مشخص نموده سپس راه‌حل کلی مسئله‌را یانته وعملیات لازم را تنظیم و دلبال نموده تا جواب 
به دست آورید . ۱ 

همان‌طور که در جبر کلیدی دیدید» کابپیوتر درمحاسبه از روشهای کاملا منطقی استفاده 
می‌نماید. درحقیقت مدارها برطبق‌قانون جبر بول‌تناليم می‌شوند. امادلیل این که کاهپیوتر تااین 
اندازه درزندگی روزمره وارد شده عبارت است از 

-٩‏ سرعت سرعت کار کامپیوتر در انجام‌عملیات فوق‌العاده زیاد است, یك کامپیوتر درهر 
ثانیه تعداد بیشماری اعمال‌حسابی را انجام می‌دهد , گاهی اوقات سرعت در انجام محاسیات از 
ضروریات کار است . مثلا » در پروازهای فضایی لازم است‌در لحظاتی بسیار کوتاه جهت اتخاذ 
تصمیم معینی مانند تعیین جهت حرکت مقدار ژیادی محاسبات پیچیده انجام شود . مثال دیگر» 
پررسی نتایج حاصل از سرشماریهای عمومی در سطح کشور می‌باشد . بررسی و تعیین نتیجة 
حاصل از اعداد به دست آمده از سرشماری در يك زمان کوتاه بدون استفاده از کامپیوتر کاری 
ات اسان محطان.: 

۲ - درستی نتبحه - کامپیوتر بر خلاف انسان که ممکن است در محاسبات دچار اشتباه 
شود در صورتی که داده‌ها و دستورات درست به‌او داده شوند محاسبات را بدون اشتباه انجام 
مي‌دهد 1 ۱ 

۳ - خستگی اپذیری - انسان پس از مدتی کار متوالی و پشت سرهم به خصوص وقتی 
که کار حنبه ذکراری داشته باشد خسته می‌شود وحال‌آن که کامپیو تر می‌تواند ساعتها» روزها 
و هفته‌ها به طور متوالی بدون احساس خستگی کار نماید. 

۴ - خودکار بودن - در موقم انجام عملیات حسابی با ماشینهای حساب معمولی » 


تن 


دستی یا برتی » شخص عامل باید دائماً د گمه‌ها را فشار دهد و با ماشین مشفول کار باشد 
در حالی که کامپیونر به‌علت داشتن حافظظه این عیب راندارد و پس از آن‌که داده‌ها و دستورات 
در اختیار کامپیوتر فرار گرفت » شحص عامل حتی می‌تو اند کامپپوتر را ترلك کند و کامپیوثر 
پس از انجام کار خو استه شده نلیجه را به خار ج می‌فرستد , 


اجزای تشکیل دهندة يك کامپیوتر 

کامپیو تر معموای از و احد مهم به نامهای واحد ورودي » واحد خووجی ؛ واحد حافظه »؛ 
داحد کنترل یا فرماین و واحد محامبه تشکیل شده است . 

9احجد 2 . دستگاهی است که به وسیله آن داده‌ها و مراحل تنظیم شده عمل 
(برنامه) در اختبار کامپیوتر قرار می‌گیرد , معمولترین واحد ورودی دستگاهی موسوم به 
ماشین کارت خوان است . این ماشین اطلاعات را از کارت به حافظه منتثل می‌نماید . 

واحد حافظه _ دستگاهی است که برنامه را از واحد ورودی دریافت و به طور موقت 
يا دائّم نگهداری می کند , علاوه بر داده‌ها و دستورات » حافظه می‌تو اند تمام مقادیری را که 
در حین انجام عملیات به دمست می‌آورد نکهداری تفا ند 

9احجد مجاسبه - اعمال حسایی مانند جمع » تلریق» ضرب و نفسیم و عمل‌متایسه توسط 
واحد محاسبهُ کامپیوتر انچام می‌گیرد . 

و احد فرمان - واحد فرمان قسمت اساسی کامپیوتر است و وظیفهٌ آن نظارت بر حسن 
کار و انجام و طیفه واحدهای دیگر و ایجاد هماهنگی آنهاست 

واحد خروحی سدستگاهی است 45 نتایچ مت شل ۵ در حا فتله رابه‌مورتی یه خارج منتقل 
مي نماید , ۱ 

معمو لترین و احلد خروحی دستگاهی است موسوم به دستگاه جاپ . این دستگاه اطلاعات 
ثنت شده در ما فخله را رودی صفعحات کاعد مخصو ص جاپ می کند ۲ 

دو زیر واحدهای مختلف درك کامپیو ثر و چجونگی ار تماط انها با یکدیگر نشان داده‌شده 
است . پیکانهای پیوسته مسیر نقل و انتقال اطلاعات و پیکانهای نقطه‌چین احرای دستورات 


ر شان می‌دهند 


مت سس سس جح من منت سوت سوه سته و 


۵ [ 


بر امه‌های کامپیو تر ۱ 

برای بهره‌گیری از کامپیوتر مسائل به صورت برنامه تنظیم می گردد . 

پرنامه عبادت ۱ست از فرامینی که انتقال داه حل کلی مسئله ۱ به کامپیوتر شا می‌دهد 
تا کاهپیوتر پر اساسی ی داده‌ها و دستورات یتواند محاسپات ۱ انجام دهد . 

برنام کامپیوتر با استفاده از زبانهای خاصی که برای کامپیوتر ابداع شده توسط 
شخصی به نام برناحه نوس تنظیم می گردد ۲ 

ساختمان‌حافظ کامبیو تر - همان طور که قبلا اشاره شد حافظه قسمتی از کامپیوتر است 
که اطلاعات در آن قر از رم کی ۱33 به هنگام نیاز از آنها استفاده شود . حافظه خود ار احزایی 
که هت به نام خانة حانظه خوانده می‌شود تشکیل شده است . هر خانه حافظه دارای آدرس 
مشخصی است که توسط آن آدرس می‌تو آن به اطلاعات دخیره شده دست یافت . در هر خانه 


خافظه بل عنی با و خرف قایل شت: است.. 


حافظه دارای دو خاصیت اساسی است : 

۱ - با دادن اطلاعات حدید به حافظه اطلاعات ثبت شده قبلی از بین می‌رود و اطلاعات 
حدید حانشین آنها می گر دد 

۲ - اطلاعات ثبت شده درحافظه را به هر تعدادبارکه بخواهیم می‌توان ازحافظه خواند 
بدون آن که تغییری‌درمحتوای آن پیدا شود . 

دوخاصیت فوق‌را می‌توان درهر رسانه مغناطیسی‌یافت (نو ارضبط صوت) چون حافظه‌ها 
نیز اثثر آ از این جنس هستند دارای این‌خواص می‌باشند . 

هر کامپیوتر معمولا دارای يك یا چند نوع حافظة فرعی‌نیز می‌باشد . 

اصول کاز با کاه‌بیوتر - کامپیوتر محاسبات خودرا باایجادتغییر ات‌دريك‌دستگاه الکتر و نیکی 
بییده بهصورت ضر به‌های الکتریکی و بااستفاده ازجبر کایدی درمبنای ۲ انجام می‌دهد و چون این 


محاسیات بهر بان معمولی نیست بنا بر این‌در کار با کامپیو ثر باید به نز دیب زیر عمل کر د. 


۵ 


۱ - محاسباتی که باید انجام شود قیرآماده شوند , 

۲ - این محاسبات به‌مر حله‌های ساده‌ای تفسیم گردند (برای این کار از ره‌نما یا فاوچارت 
استفاده می‌شود) . 

۳ - بر نامه‌نویس ره‌نمای‌تهیه‌شده‌رابه یکی از زبانهای‌خاص بر نامه‌نویسی ترجمه‌می نماید. 

۴ - بر نامه‌تر جمه شده‌به ومیل دستگاه منگنه‌زن روی کار تهای‌مخصوص منگنه می‌شود. 

۵ - کارنهای منگنه شده برنامه به ضمیمهٌ دسته کارتهای داده‌ها (درصورت لزوم) برای 
اجرا به ماشین داده می‌شود و نتیجه برروی کاغذهای مخصوص یاواحد خروجی از قبیل صفیة 
تلویزیون يا نوار مغناطیسی منتقل می‌شود . 

کار ت منکنه - کارت منکنه کارت مقوایی است . معمولترین نوع ابن کارت بسه شکل 
مر بع‌مستطیل بوده ودارای»م ستونو ۱۲ سطرمی باشد. 

ره‌نما (فلوچارت) - ازآنجا که ره‌نما نقش‌اساسی درتهية يك برنامه داشته ومستقل اززبان 
برنامه نویسی است ما به‌تشریح بیشتر آن می‌پردازيم . 

ده نیا عبادت است ازنموداد عنطفی‌يك عسئله بااستفاده ازاشکال هندسی 

اشکال هندسی معمولا با قراردادهای زیر مورد استفاده قرار می گیر ند ۱ 

شکل مورد استفاده 


مرب مستطیل دسر یح میات 


تصهرم 3 3 


: ات 
شروع یا خانمة کار 


داب تعبین مرحلةٌ بعدی موقعی که استفاده از 


رن انتفال به مرحله بعدي 


۵۳ 


چند مثال 
۱ - می خواهیم ره‌نما (فاو چارت) حل‌يك معاد له يك‌مجهولی درحه اول‌را درخ[ رسم‌نماییم. 
حل - معادله را به صورت ۰ - و + 2 درنظر گرفته برای حل‌آن کافی است دو مقدار 
2 و را بشناسیم. باتوجه به‌این‌مقادیر درحالات‌مختلف» حواپ ممادله را به دست می‌آوریم, 
مراحل عمل به صورت زیرانجام می‌گیرد : ۱ 
۱ - شروع ؛ ۲- خواندن 
۱ اگر م ‏ 8+آن گاه بنویس معادله بی‌معتی - بروبه پایان . 
۳- 
اگر ه و آ ناه ۲ - 1 محاسبه بنویس مقدار 1 . 


۴ ب پاپان - 


و کت می‌خو اهیم ره‌تماً (فلو چارت) حل رك‌دستگاه دو معادله دومجهولی ر در +[ با استفاده 


ار دستوز ۳ زسم کنيم ۰ 


6 < 0۷ + 2 
حل - دستگاه معاد له رو به صورت 
۱ 9۷ + 3 
۲ _ِ ۱ ۵ 6 42 
اختیار می‌نماييم و می‌دانيم جهت حل این دستگاه نیاز به مفادیر ی می‌باشد . 


حال ۳ دترمینال ضرایب را ۸ با میم خو آهیم داشت ۰ 


۵۴۳ 


8۵ 
0 ۱۵ 
در صورتی که » و ۵ در این صورت دستگاه دارای دو حواب زیر است ۰ 


"0 هام ( ۱ 0 


"وس رابب 4۵ 


90 -- 


۱ 6 
بخوان ٍِِ بت 


مثال ۳ -. می‌خواهیم ره‌نمای حل يك معادلة يك مجهولی درجة دوم را در13 بنویسیم , 
حل - معادله را به‌صورت » ه + 9 + 2۲ درنظرمی‌گيريم . برای تعیین ریشه‌های 
این معادله بایدمراحل زیر انجام شود؛ 


۱- شروع . 


۵ ۵ 


۷ مشخص داشتن مقادیر 2 » 0 و 6 . 

۳ محاسبة ۵0( - 0۲ < ۸۵ , 

۴ تعیین‌علامت ۸ ؛ اگر ۵ صفر با بزر گتر از صفر باشد يك یا دوريش حفیقی‌محاسبه 
شوند و به‌دستور شماره ۵ مراجعه شود. 

هب چاپ ریشه‌های محاسبه شده . 

در ۵ مرحله کار موردنظر خاتمه یافته است.ره‌نمای این مساله‌عبارت است از؛ 


۵۶ 


فصل چهارم 


آنالیز تر کیبی 


تبدیل ( جایگشت) 

مثال ۱ - می‌خواهيم دو کتاب راکد باحروف ۸ و ظ مشخص شده‌اند دريك ففمه کنارهم 
جادهيم ؛ صورنهای ممکن را برای انجام اين کار بنویسید , 

دو کتاب به صورتهای زیر می‌توانند دريك قفسه کنارهم قرارگیرند : 


صورتهای ممکن محل دو م محل اول 
۸ 8 ۸ 
۳۹ 
9۸۵ 8 سس 8 


هر کدام از صورتهای ۸ و ۸ظ به نام يك یدیل دو حرف ۸ و 8 خوانده می‌شود . 

هنال ۲ - می‌خواهيم سه کتاب را که با حسروف ۸ ؛ 9 و ) مشخص شده‌اند » در يلك 
قفسه کنارهم جا دهیم؛ صورتهای ممکن را برای انجام اين کار بنویسید. برای تعیین صورتهای 
ممکن از نمودار درختی استفاده می کنیم . 


2۷۲ 


در اینجا دیده می‌شود که کتابهای 8,۸ و 6 را به صورتهای زیر می‌توان دريك ففسه 
کنارهم جا داد : 
هو ؛ 8ه6 ؛ 262 : 2۸0 : همه ؛ و۸9 
هر کدام از صورتهای فوق يك تبدیل سه حرف ۸ و 3 و ز) نامیده می‌شود , 
مثال ۳ - تمام اعداد چهار رتمی راکه با ارقام ۱ » ۲ ۳۰ و ۴ می‌توان نوشت بنویسید 
( تکرار ارقام در يك عدد مجاز نیست ).هر گاه ازنمودار درختی برای این منظور استفاده کنیم» 


اعداد زیر به‌دست می‌آید که تعداد آنها برابر ۲۴ است ۰ 


۱ ۲ ۳ ۴ ۲ ۳ ۱ ۴ ۳ ۱ ۲ ۴ ۱ ۲ ۳ 
۱ ۲ ۴ ۳ ۲ ۳ ۴ ۱ ۳ ۱ ۴ ۲ ۴ ۰۱ ۳ ۲ 
۱ ۳ ۲ ۲ ۴ ۱ ۲۳ ۳۲ ۲ ۱ ۴ ۴ ۲ ۱ ۳ 
۱ ۳ ۴ ۲ ۲ ۴ ۳ ۰ ۳۲ ۲ ۴ ۴ ۲ ۳ ۰ 
۱ ۴ ۳ ۲ ۲ ۱ ۳ ۴ ۳ ۴ ۲ ۴ ۳ ۱ ۲ 
۱ ۴ ۲ ۳ ۲ ۰۱ ۴ ۳ ۳۲ ۴ ۱ ۲ ۴ ۳۲ ۲ 


هر کدام از صورئهای فوق به نام يك نبدیل چیاد «قم خوانده می‌شود , 

تعریف - بك تبدیل از يك مجموعه اشیا عبارت از يك حالت از قرار دادن عضوهای آن 
مجموعه کنار هم می‌باشد . 

محاسبا تعداد تبدیلهای مثالهای فوق - دیدید که تعداد تبدیلهای دو شی* ۸ و 3 برابر 
۲ و تعداد تبدیلهای سه شیء ۸ » 3 و ب) برابر ۶ و تعسداد تبدیلهای چهار شیء بر ابر ۲ 
است . يك راه بر ای تعیین تعداد تبدیلها این است که با كمك نمودار درختی ویا وسیله دیگر » 
تمام تبدیلها را نوشته سپس آنها را بشمریم . البته این کار وقتی تعداد اشبا زیاد باشد, مشکل 
خواهد بود . بیتیم چگونه می‌توان بدون نوشتن نمام تبدیلها تعداد آنها را حساب کرد ؟ 
بر گردیم به‌مثال قراردادن س کناب دريك قفسه؛ وقتی ما می‌خواهيم سه کتاب ۸ . ظ ولا 


را در يك قفسه کنارهم جا دهیم » در حقیقت باید سه محل خالی را به صورتهای ریر پر کنیم ۰ 


«حل سوق ۵ محل دوم محل او ل 


در محل اول هر کدام از کتابهای ۸ » ظ یا ن) را می‌توان جاداد. پس برای پر کردن محل اول 


سه زراه وحود دارد ۰ 


۵۸ 


تعدا دسا لت‌های نعداد‌ها لت‌های تعدادحا لت‌های 
محل سوم محل دوم محل اوز 


بعد ازاين که کتاب اول درمحل مر بوط قر ار داده شد ( محل اول پرشد ) » برای محل دوم دو 
کتاب باقی می‌ماند (مثلا اگر کتاب اول ۸۸ باشد کتابهای ظ و 0 باقی خواهد ما 
بر ای پر کردن محل دوم دو راه وحود دارد ۰ 


تعد ادا لت‌های تعد اي‌سا لت های نعد اد‌حا لت‌های 
محل سوم محل دوم محل اول 


نالا 


بعداز این که کتاب دوم قرار داده شد » يك کتاب در آخر باقی می‌ماند ( مثلا اگر ۸ و ظ 
جا داده شده باشد ن) باقی خواهد ماند ) لذ! بر ای 


ند ) . پس 


محل سوم يك راه وجود خواهد داشت ۰ 


تعد ادها لت‌های تعدادحالت‌های تعدادهالت‌های 
محل سوم محل دوم محل ادل 


لا 


تعداد تبدیلهای مه شی؛ از ضرب عددهای ۳ و و بدد 


ست می‌آید . 
۱-۶ < ۲ »( عد تعداد تبدیلهای سه شیء 
همچنین برای تعیین تمام اعداد چهاررقمی که | ۱ ۲ ۳۰ و ۴ بدون تکر ارارقام نوشته 
می‌شوند » باید ۴ محل به‌صورت زیر پرشود ۰ 


محل چهارم محل سوم محل دوم محل ادل 
۳ 
محل اول را با هر کدام از این چهار رقم می‌توان پر کرد . به عبارت دیگر » مبحل اول 


با ۴ راه پرمی‌شود : تعدادها ت‌های ‏ تعدادحالت‌های . تعدادحالت‌های . تعداوحا لت‌های 
محل چهارم محل سوم محل دوم محل اول 


۵٩ 


بعد ازآن که محل اول بایکی از رامهای گفته شده پرشد سه رقم باقی می‌ماند ( اکر ۳ 
برداشته شده باشد ! » ۲ و ۴ می‌ماند) در نتیجه محل دوم باهر کدام ازاين سه رقم ممکن است 
پرشود . به عبارت دیکر محل دوم با ۳ راه پرمی‌شود : 


ِِِِ ِ تعد ادحا لت‌های تعدادحالت‌های ‏ تعدادحا لت‌های 
محل سوم محل ده محل اول 


بعد ار اين که محل دوم پرشد دو رقم باقی می‌ماند ( مثلا" اگر يك برداشته شده باشد ء 
۲ و ۴ باقی می‌ماند ) در نتیجه محل سوم باهر کدام از این دورقم می‌تواند پرشود . به عبارت 
دیگر بر ای اشغال محل سوم دو راه وحود دارد ۰ 


زد اد حالت‌ ها ی تمد اد جا لت‌های تعد ا دسا لت ما ی تم ادج لت ها 
محل جی‌رم محا بو م محل دوه 


۰] 


پس از پرشدن محل سوم تنها يك رقم باقی می‌ماند. درنتیجه برای پر کردن محل‌چهارم 


فقط يك راه و حود خواهد داشت : 
ود ار حالت ما ی تعد ا دحا لت عا ی تعد اد سا لت شا ي تمد ادها لت ها ی 
محل حیاز م دحا سوم محل دوم محل اول 


7۱ 


۱ تعداد تبدیلیای چهار دقم از ضرب عددهای ۴ ۲۳ و۱ درهم به دست می‌آید ۰ 
۴ ۱ 2 ۲ < ۳ ۴ -- تعداد ۴ شی* 
با تو حه به‌توضیحات فوق آیا می‌توانید تعداد تبدیلهای ۵ شی را حدس بر نید ؟ آپانعداد 
تیدیلهای ع۶شیء برابر است با : 
۰ 2 ۱ < ۲ < ۳ ۴ ( ۵ < و ع< تعداد تبدیلهای ۶ شی* 
آیا می‌توانیدحدس بزنید که تعداد تبدیلهای ظ شیء وقتی درهر مر تبه همهآنها به کار برده 
شود به چه صورت خواهد بود ؟ 
برای نوضیح عمل ضرب در محاسبات فوق اصل زیر را بیان می‌کنیم : 
اصل شمادش _ هرگاه یلد عمل حییی بتواند با ,2 داه مختلف انجام شود وبرای هرك از 
این داهیها عمل دیگری بتواند با 12 دا انجام گردد . در این صودت دو عم باهم می‌توا نند با 


۶ 


11٩ 2‏ دا« مختلف انجام شو ند , 
هر گاه 131 ر اه اول را با مجموعهٌ ۸ و ,9 راه دوم را با مجموعهة ظ نشان دهیم » 
خواهيم داشت : 
[ ۵ ۲۱۰۲۰۳۰۰۰۰ << ۸ 
( ۵ ,۰۳۰ ۱۰۲۷ ) حتد ظ 


تمل او ل 


0 اه 

در حقیقت راههایی که دوعمل باهم می‌توانند انجام شوند بر ابر با تعداد عضوهای حاصل- 

ضرب‌د کارتی‌دومجموعه ۸ و 3 خواعد بود : 
( ۸ 2ع و ۸ع۵ | ( ۵ ۰ 6) 1) ظ << (8 ۸(4) 2 -- تعداد عضوهای 8 2۵ 

اصل شمارش بر ای سه عمل نیز درست است . یعنی : هرگاه يثكث عمل بتواند به ,2 داه 
مختذف ۱نجام شود وبعد ۱ یی که عم او بايکي ا( ای راهیا انجام شد ۰ باق هريك از این 
راهیما عمل ددم بتواند با ,و دا« مطتلف انجام گیرد دپس از انجام عمل ددم ۰ برای هریثك از ؟ نها 
کم سوم بتواند با 2۳ داه مختلف انجام شود ۰ این سه عمل باهم می توا نند با 2۳ 2 107 >( 22۱ 
دا« مختلف انجام گردند . ۱ 

ال شمارش برای ع[ ,((6) عمل نیز درست است. 

مثال ۱ - يك شر کت اتوبوسرانی‌هرروز ۵ دستگاه اتوبوس ازشیراز به تهران و۳ دستگاه 
اتوبوس از تهر ان به مشهد می‌فرستد » اگر شخصی بخواهد با اتوبوسهای اين شر کت از شیراز 
به مشهد مسافرت کند » برنامٌ مسافرت او به چند طریق ممکن است تنظیم شود . 

حل : طبق اصل شمارش تعداد بر نامه‌های مسافرت‌این‌شخص بر ابر است با۵۰ ۱ << ۳ >« ۵ . 

مثال ۲ - ادارٌ راهنمایی رانندگی يك شهرستان برای شماره‌گذاری ماشینهایآن شهر 
از اين طر ح استفاده می کند که شمارهٌ هرماشین شامل يك حرف الفیا ويك عدد سه رقمی است. 
مانند « ۲۵۷ -ب » تعیین کنید با اين طرح چند ماشین را می‌توان شماره گذاری‌کرد ( تکر ار 
رقمها مجار است ) , 

حل ؛ طبق آنچه گنته شد » در اینچا ما ۴ محل به‌صورت صفحٌ بعد داریم‌که باید پرشود: 


۶ | 


محل جهارم محل سوم محل دوم 


محل اول می‌نواند باهريك از حروف الفبای فارسی پرشود و چون ما ۳۲ حرف الفیا 
داريم لذا محل اول با ۳۲ طریق ممکن است پرشود . 


تعدادحالت‌های تعدادحات‌های  .‏ تعدادحا لت‌های رای 
محل جهارم بحل سوم 


محل دوم 


بعد ازاين که حرف الفبا به کار برده شد » محل دوم باید بایکی از ارقام يك تا٩‏ پرشود 
(چرا ؟ ) ؛ و چون تعداد اين ارقام برابر ٩‏ است در نتیجه محل دوم با 4 طریق ممکن است 


پرشود , تعدادحات‌های . تعدادحات‌های . تعدادحالت‌های .. تعدادحالت‌های 
محل چپارم محل سوم محل دوم محل ادل 


ابا ]](- 


هر کدام از محلهای سوم و چهارم باید باارقام از صفر تا ٩‏ پرشوند و تکرار ارقام مجاز 


است ؛ لد! هر کدام به ۱ طر یق پر خو اهد شد, بنا پر این داریم : 


نعد ادحات‌های تعدادحالت‌های تعادادحالت‌های ین 
محل جپارم محل سوم محل یوم 


تالا 


در نتیجه تعداد ماشینهایی که با طرح فوق شماره گذاری می‌شوند طبقاصل شمارش برا بر 


است با . 


٩ 2 ۱۰ 2۰۱۰ 2-2 ۰‏ 2 ۳۲ 
متال ۳- ۱۲ کتاب در سه ردیف و در هرردیف ۴ کتاب قرار داده شده ا است . شخصی 
می‌خو اعد ۳ کتاب را از میان ۲ و کتاب بدین ترتیب ائتخاب کند که ۳9 
برد و۵ ۲ دعتین کنیار به چند طریق می‌تواند اين کار را انجام دهد . 
حل : دراینجا سه محل خالی به صورت زیر داریم که باید پرشود ۰ 


محل سوم محل دوم محل اول 


۶ 


بر ای پر کردن محل اول ۲ کتاپ موجود است که هر کدام از هسرردپف ممکن است 


برداشته شود : تعد ادها لت‌هاي .. لعداوها لت‌های .. لعدایها لت‌های 


محل سوم محل درم ال 
بعد اژ اپن که بحل اول پرشد » ردیفی که کتاب اول از آن انتخاب شده حسذفب می گردد 


در نتیجه دو ردیف یعنی م کتاب برای محل دوم باقی می‌ماند ؛ 


2 ِ تمد ادها لت‌های _. آعداوسا لت‌های 
محل دوم محل اول 


لب] ]1 


تن کناب دوم ردینی که این کتاب در آن ترار داشته نیز حذف خو اهد شد 6 
درنتيجه يك ردیف یا ۴ کتاب برای محل سوم باقی می‌ماند ؛ 


بعد از برداشتن 


" آعدادحالت‌های تعدادحالت‌های تعدادها لت‌های 
محل سوم محز دوم محل ادل 


تالا[ 


بنا بر این تعداد راههای ممکن بر ای انجام این کارطبق اصل شمارش. برابر است پا 


۱۲ «۸ 2۰ ۴ 22 ۴ 


نمرین 


۱- تبدیلهای مختلف چهار حرف (1 ؛ تا » ۲ و 6 را بنویسید . 
۲- تبدیلهای مختلف پنج علامث * » 0 ۰ ۱ ۰ ۸ و 8 زا بئویسید , 


۳- تمام اعداد سه وقمی وا که با ارام ۳ + ۴ و ۵ ممکن است لوفته شود بنو پسید 
( تکرار مجاز ثیست ) . 


۴ رضا ع مداد رنگی دارد ؛ تعیین کنید به چند طریق می‌تواند آنها را در يك ردیف 
کنارهم فر از دهه , ۱ 


و ۱ نفر دوئده برای انجام يك مسابفه دو صد متر وارد زمين می‌شوند ؛ هر گاه هیچ 
دونفر دونده‌ای مساوی نکنند تعبین کنید به‌چند طریق ممکن است این ۷ نفرمسابقه‌را تمام کنند. 
ع- چه تعداد زوجهای مرئب به صورت ( 7,۲ ) ممکن ابت نوشته شود هرگاه 


۶۳ 


( 6۰0 ۵۱۲۰ )۶6و( ۰۳ ۷۵۱۲۲ . 

۷- تعداد تبدیلهای رفمهای صفر نا ٩‏ را درلوشتن يك عدد ده رقمی به دست‌آورید , 

۸- اگر در شهرستان ۸ هرشماره اتومبیل شامل بك حرف الفبا و بك عدد شش رئمی و 
در شهرستان 8 هرشماره اتومبیل شامل پك حرف الفبا و يك عدد چهار رقمی باشد ؛ تعداد 
انومبیلهابی که در شهرستان ۵ ممکن است شماره گذاری شود چند برابر تعداد اتومبیلهایی است 
آه می‌نوان در شهرستان 8 شماره گذاری کرد ٩‏ 

4- از شهر ۸ به شهر 3 سه راه و ازشهر 13 به شهر 2) ۴ راه موجود است. تعیین کنید 
به چند صورت يك مسافر ممکن است از شهر ۸ و از طریق شهر 8 به شهر ) مسافرت رفت و 
بر گشت انجام دهد . درصورتی که راههای انتخاب شده در رفت وبر گشت یکی نباشد , 

۰ - به چند طریق ممکن است ۷ کناب مختلف را در يك قفسه جا داد به‌تسمی که ؛ 

الف - دو کتاب مخصوص پهلوی هم باشند ؛ ب - سه کتاب مخصوص پهلوی‌هم باشند, 


فا کتوریل 
دیدیم که ۰ 


۶ << ۱ 2 ۲ « ۳ ح تعداد تبدیلهای ۳ شی 

۴ 2< ۱ 2 ۲ >( ۳ ( ۴ حت تعداد تبدیلهای ۴ شیء 

( ۰ ۲۲۱2-۰۱۲۰ ۳ <۴ < ۵ < تعداد تبدیلهای و شی 
۶۰ << ۱ > ۲ 2 ۳ ۴ < ۵ >( ۶ س- تعداد تبدیلهای ع شی» 


به‌همین قیاس تعداد نبدینهای ۲ شیء به‌دست می‌آید ۰ 
۱ > . .۰۰ ۲ (۳--) 6 (۲--۳) ۱ (۱ - ظ) (ظ عد تعداد تبدیلهایط شیء 
يك راه ساده برای نوشتن حاصل ضربهای فوق استفاده از تعریف زیر است ۰ 
تعریف - حاحیل ضرب تمام اعداد درست متبت از قا ۷ دا به صورت ! ظ نمایش داده 
۱ ۱ جر فا کتوریل یی خوا نند . 
۸ ۸ ۳ 24 ۰ .۰ 2 (۳--ظ) (9۸-۲) (وت 8 ) 8 عد |[ ظ 
بنابر فرارداد صفر فا کتوریل را مساوی يك می‌گيريم یعنی ۰ ات !و 
طبق این تعریف داریم ۰ ۱۸ ۶ ۳ 2 ۳۴ > ۵ 2 ۶ ۳ 2۷ ! ۷ 
۱ ۳ ۴ 2 ۵ 2 ۶ 2 2۷ ۸ 26 4 6 ۱۰۲-۱0 


۶۲ 


پس (۱) را می‌توان به‌صورت زیرنشان داد : 
امس تعداد تبدیلهای ۳ شی* 
!و ع< تعداد تیدیلهای ۴ شی* 
اه < تعداد تبدیلهای ۵ شی» 
او تعداد تبدیلهای و شیه 
ات عد تعداد تبدیلهای 2 شی 
مثال ۱ - هر گاه بدانيم که ؛ ۱ 
۲۱ ۲۰ عد ۲۰1 
<< ۱۰۰۱ 
۲( )2 0 << ؟۱] 
جملات ! ۱۰۳۰ ۱۰۱۰۰۰ (4۱ع) ۰ (صو) و ! (ع -ج) را به‌صورت فوق‌بنویسید. 
حل : 
۱ 2۳۰ ۳۰۱ 
ا(/ 3/۵ 0۰۵ 0 ۱۰۰ 
۲ (0-۱) ع 5-۳۱(۲۱) 
ا(۲ ط) (۱ سظ) ع ال( ۱ --ظ ) 
۱ !۱( ات۳ خت ظ) 9-۳۸ ) حح ا( ۲م- 8 ) 
مثال ۲ - هر گاه بدانیم که ؛ 
۱ ۳۰ !۸ ۲ < ۲۹ < ۳۰ 
! و < |( -8) (1-ظ) 5 
طرف دوم تساویهای زیررا بنویسید : 
7 2 ۱۸۱ ۱۹ 2 ۲۰ 
7 ح ا(۲- 2-۲ ) (ات 8 -ظ) (2 ت ظ) 


۱٩ 2 ۱۸۱ ۲ ۱‏ 2 ۲۰ 
ا( - ه) عا(۴-۲ - ه) (۱-ع - ه) (2 -- ه) 
با توحه به مطالب فوق تعداد تبدیلهای 0 شیء مختلف هر گاه هر مرتبه تمام 70 شیء 
انمخاب شود از دستور زیر یه دست می‌آید . ۲ << و(1۱) 
۶۵ 


تعداد تدیلهای 7 شی. از هن شیء متمایر (۳>۶) 

دربالا تعداد تبدیلهای ۵ شی» را هرگاه درهرتبدیل تمام ظ شیء به کار برده شود دیدید. 
اکنون می‌خواهيم تبدیلهای 2 شی. را هرگاه درهرتبدیل ۴ شیء از آنها انتخاب شود » مورد 
مطالعه قرار دهیم . به مثالهای زیر توجه کنید : 

مثال ۱ - یاسمین م مداد رنگی دارد و می‌خواهد ۲ مداد از میان پم مداد را در دو 
حامدادی قر ار دهد ؛ به جند وی بعکم است این کاررا انجام دهد ؟ 

حل : در اینجا مسثله مربوط می‌شود به پر تردن دومحل به‌صورت زیر ؛ 

محل دوم محل اول 


به چند طریق ممکن است مداد اول را انتخاب کرد؟ پس ازجادادن مداد اول به‌چندطریق 
ممکن است مداد دوم را جاداد؟ طبق اصل‌شمارش‌روی‌هم چند تبدیل خواهیم داشت؟ آیاجواب 


زیر درست ت است ٩‏ تعدادحات‌های ‏ تعدادها ات‌های 


محل دوم محل اول 


مثال ۲ - به چند طریق می‌توان يك کلمةٌ ۴ حرفی را با استفاده ازحروف کلمة « فوتبال» 
نوشت ( تکرار حروف مجاز نیست و کلمات حاصل ممکن است بی‌معنی باشد ) 
حل : در اینجا ۴ محل خالی به صورت زير داریم : 


محل چهارم محل سوم محل دوم محل ادل 


که هر کدام باید بایکی از حروف کلم فوتبال پرشود . چون « فوتبال » دارای عم حرف است؛» 
لذ! محل اول باهر کدام ار این ۶ حرف ممکن است پرشود ۰ 


تعدادحالت‌های تعدادحالت‌های ۳ ی 
محل جهارم محل سوم 


انا[ 


پس از قراردادن حرف اول» ۵ حرف باقی می‌ماند ودرنتیجه محل دوم باهر کد!م ازاين ۵حرف 
۴۶ 


ممکن است پرشود ۰ تعداوحات‌های ‏ تعداوحات‌های . مدادها تت‌های ۳ 
محل چهارم محل سوم محل دوم 


ال ]۱۰1 


سوم باهر کدام از اين ۴ حرف می‌تواند پرشود : 


تعد اد حالت‌ها ی تعد ادجا لت‌های تعد ایحا لت ها ي تعداوسا لت‌ها ی 
محل جهارم محل سوم محل دوم محل ال 


لتالنااتال 


وقتی حرف سوم قرارداده شد سه حرف‌باقی خواهد ماند ودرنتیجه محل چهارم باهر کدام ازاین 


ات مک اامبت اي خو 2 
ِ تعدارحات‌های تعدادحالت‌های نعداد‌صا لت‌های 
محل سوم محل دوم محل اول 


الا لا[ 


درنتیجه تعداد تبدیلات ۴ حرف ازمیان ع حرف که به صورت م(ع) نمایش داده می‌شودطبق اصل 
ضرب بر ابر است با » 

۳ ۴ < ۵ < و -د م(۶) 
برای این که از این تساوی يك قانون‌کلی نتيجه بکيريم مخرج بك را برای طرف راست تساوی 
در نظرگرفته صورت ومخرح کسر حاصل را در ۲۱ ( ۲ ازتفریق ۶ و ۴ به دست آمده است ) 


ضرب می کنیم ۱ 
۰ ۲ 6 ۳ 2 ۴ < ۵ 2 
لح شلد ب(ء) 
طبق آ نجه گفنه شد صورت برابر ! ع خواهدبود ۰ 
۶1 


؟۲ 


ت ج(۶) 


عدد عء درصورت کسر بر ابر تعداد تمام حروف وعدد ۷ درمخر ج برابر تفناضل عر و ۴ ( ع تعداد 


امیای انتیخاب شده است ) مي‌باشد , پس ؛ 


تا 


۶۷ 


به‌همین در برس تعداد تبدیل ۷ ی ۰ ۱ عبان 1 شی " را بو این ؟/ ۰ 


مثال ۲ - به چند طریق می‌توان و کارت را ازمیان ۳۲ کارت دريك ردیف قرار داد . 
حل ۰ طبق آنچه گفته شد داریم ۰ 
۳۲ 
۱ (۵ -- ۳۲) 


بر 
۲۷ 


سح ,(۳۲) 


۰ ۲ ۲ << ۸ ۲ ۳ ۲۹ ۷ ۳۰ ۳ ۳۱ 2 ۳۲ << 
تمر ین 


۱- حاصل ضربهای زیر را به صورت فا کتوریل بنویسید : 
اف _ ۳۴ ۳۳ 2 ۲ 2 ٩‏ ؛ ب..... ۰ ۲ ۱ ۲ 2۳ ۴ > ۵ 2 ۶ 2 ۷ 2 ۸ >( ٩‏ 
ج- ‏ ۴۳۲۱۰ 6 ۵ 2۶ 26۸۷ 2 ۱6 3۸ ۲۱ ۳< ۴ < ۵ 
۲- طرف دیگر تساویهای زیر را به صورت حاصل ضرب اعداد بنویسید : 
۶ ح ابو؛ ۶ عد ! م۵ ؛ ۶ حب ! ۱۰ ؛ ؟ - ! پل 
۳ در تساویهای زیر به جای ۶ عدد یاعبارت مناسب بگدارید : 
4 ۴۲۳( ۵۰ ۲ 9 ده ۰۱۷ ۲ رد 4 ؟ رو ح< او 
؟ سح آ۵ ۶ << ؟ ‏ - ۶ ۸۱۷ ٩‏ 
۴ در تساویهای زیر به‌جای « ۶ » عبارت مناسب بگذارید : 
الف - ۲« ۵ < (۱ ۷ ۲ < ۳ ۴) ۵ . ؛ ب - 3 (۱< ۲ ۳) < ۴ 
ج ۲ ۱۳ (۱< ۲ < ۳ ۴ < ۵) 2 ۲-۱۳ ۱۷--(۱< ۲ ۳< ۴ >( ۵ > 266۶ ۷ 
۵- طرف دوم تساویهای زیر را بنویسید : 
؟ او : !۷ #عداهپ : !۱۲ ؛ عدای : ! و 
۴ جح !(1- 8 ) ؛ !1 ( دام ۰ !۱۷9 ؛ ۲ !۱۴ * ا 


ع- تعداد تبدیلات عضوهای مجموعُ. ۱ 8 ؛ ۶ ۰ ۰ 0 6۰ ۰۰ 8 ۰1 را بنویسید . 


تک تبدیل‌های ۳ شیء ار میان 1 شی- را گاهی بصودت 1 نیز نمایش می‌دهند . 


۳۸ 


۷- با استفاده از فرمولهای خوانده‌شده‌طرف دیگر تساویهای زبررا بنوپسید ۰ 
(۷) ۲ ۲عم(0) ! (ع,() ؛ 9 ب(۴) ۱ ۳(«۲) 


۸ باحروف 1 » ۳ » 9و ۷ چند نبدیل سه حرفنی می‌توان نوشت , 

4- چند کلم مختلف ۱ بامعنی یا بی‌معنی ) بااستفاده از حروف کلم « مولانا » می‌تو ان 
نوشت هر گاه : 

الف - در هرمرتبه تمام حروف به کار رود . ب - در هرمرتبه نصف نعداد روف 
به کار رود , 

۰ - چند تبدیل مختلب ممکن است باحروف ۸ » ۳ ؛ ب) و لا نوشت هر گاه ؛ حرف‌اول 
تبدیلهای حاصل هميشه ۸۵ باشد , 


تر کیب 

مثال ۱ - قر ار است يك کهيتة دو نفری اریین دانش آموزان « یامن » فرزانه » سوسن» 
تیان شود ؛ تعیین کنید به چند طریقی مختلف اعضای این کمیته ممکن است انتخاب شود , 

روشن است که يك انتخاب « یاسمین » سوسن » خواهد بود . آیا می‌تو انبد انتخابهای 
دیگری را نام ببرید؟ آیا غیر از انتخابهای « یاسمین» سوسن » » « سوسن؛ فرزانه » » «یاسمین» 
فررانه » انتخاب دیگری برای این کمیته می‌دانید ؟ 

از نظر نبدیل بحث فوق تبدیل دونفر از میان ۳ نفر است و این تبدیلها عبارتند از . 

« فرزانه » سوسن » ؛ « یاسمین » فرزانه » » «یاسمین » سوسن » 

« سوسن » فررانه » ؛ « فرزانه ؛ یاسمین » ؛ « سوسن » یاسمین ؛ 
ولی از نظر تر کیب سوسن » فرزانه » و « فرزانه » سوسن » هردوتشکیل يك کمیته‌می‌دهند . 
به عبارت دیگر , نقدم وتأخر آنها تغییر ی در کمبته نمی‌دهد , پس برای این کمیته سه انتیخاب 
زیررا خواهیم داشت : 

« فرزانه » سوسن » ؛ « یاسمین » فرژانه » ؛ « یاسمین » سوسن » . 

در انتخاب کردن هر گاه ترتیب انتخاب مهم نباشد هر کدام از حالت‌های انتخاب را يك 
«ثر لیب » می نامند . درمثال بالا غر کدام از انتخاب‌ها يك «تر کیب» ۲ نفر ازمیان ۳نفر می باشد, 


مثال ۲ - چهار کتاب باحروف 5 ؛ ظ » با و (1 مشخص شده‌اند؛ تعیین کنید به‌چند طریق 
ممکن است : 

الف ت سبه کتاب را از میان ۴ کتاب درسه محل خالی قر ارداد . 

ب - سه کتاب را ازمیان 6 کتاب بر ای هدیه دادن به يك نفر انتخاب کرد. 


۶۹ 


همان طور که دیدید » درقرار :دادن کتابها در محل خالی تقدم و تأخرکتابها در نظر گرفته 
می‌شود » .درنئیجه براي پر کردن سه محل خالی .با ۳ کتاپ باید از نبدیل ۳ شمبی* از ۴ شی۰ 
استفاده کرد * 


۷۱۲۴ 0۳ سس 
این تبدبلها عبارتند از : 

۸86 ۸۵ 8۸ 8۸0 6۸8 ۸ 

ه . هطهع . ۸0 هه ...۵0اه . ۸00 


۱۱5۸ 9-۹۶ ۱1-4۵ 0۸10 :۳-9۸ 9« 
۱0 18 00 رز 19 زان 


پ‌ - در انتخاب ۳ کتاب ازمیان 6 کتاب به منظور هدیه دادن » واضح است که تقدم و 
تاخر کتا بها نقشی ندارد. به‌عبارت دیگر» تبدیلهای ۸۲ ۵۸2 ۰80۸ 8۸ 28۸ ی 
همکی سه‌کتاب ۸ » 8 و ) ویا يك انتخاب بر ای هدیه دادن مشخص می‌سازند . لدا حالت‌های 
انتخا بهای « کتاب ازمیان ۳ کتاب بر ای اهدا بر ابر است با : 
راب۴ » (۸۳1 » تآنا۸ » ب24ظ 
هر کدام از انتخا بهای فوق يك ترکیب ۳ حرف از ۴ حرف می باشد . 
تعر وف - يك تر کیب ۲ شیء از ور شی» متمایز عبارت‌است از انتخاب ۲ شی۰ ازاین ایا 
بدون حایکداری مجدد وبدون درنظر گر فتن ثر تیب آنها . 
توحه کنید که درتبدیل اگر تر تیب قرار گر فتن اشیا راعوض کنيم يك‌حالت جدید بدست می‌ آید 
درصورتیکه جابجا کردن اشیا در ترکیب حالت جدیدی را بوجود نمی‌آورد . 
تعداد تر کیپ‌های ۳ حرف از ۴ حرف ۸ ۰ 8 ») و ([ برابر با تعداد زیرمجموعه‌های 
سه عضوی از مجموعه ( 1 , 6 , ۳ , ۸ ) است بطوریکه می‌دانید ترئیب نوشتن عضوها در 
يك مجموعه مهم نیست . زیر مجموعه‌های سه عضوی از مجموعه چهارعضوی بالاعبارنند ار : 
(رارتای۵) , (لایت:ظ) و (ثامت:ظ۸) و ماو قآمظ) 
که تعداد آنها با تعداد ترکیب‌های ۳ حرف از حرف برابر است.. 


تعداد آر کيبهای ۲ شی ۶ از ۲۱ شی ء متمایز 
مثال ۱ دیدید که نر کیبهای ۳ کتاب ار میان ۴۶ کتاب ار م 1۲ » ب) و (1 عبازتند ار ۰ 


. 809 حصه ۸ ۸8 


در اینجا هرتر کیب شامل سه شیء است . و طبتی آنچه راجم به تبدیل گنته شد » تعداد 
نبدیلهای هريك ازاین سه شیء برابر !۳ است . به عبارت دیگر ازهرتر کیب !۳ تبدیل به‌دست 
می‌آید , این مطلب اززوی جدول زیر به‌حوبی دیده می‌شود ۰ 


تبدیلهای حاصل تر کیبها 


۸ . قهه .. مهو هو عم 
0۸ ۵۸6 69۸ طه .ره وجهم 
8۸ . ۸2 . هه هو واه ام 
8 8 292 80۳9 


پس طبق آنچه گنته شد داریم ۰ 
تعداد تبدیلها عد( تمداد تر کیبها ) > ! س 


هر گاه تعداد ترکیبهای ۳ شیء از ع شیء را به‌صورت )( نمایش دهیم » خواهیم 


۳۱) < )۴(۲ 


)۴(+ 
)( < ۳ 1 


به جای صورت کسر طرف راست مقدارش را قرار می‌دهيم ؛ 


۳ س و سس (( 


چه ارتباطی بین ۴ و ۳ داخل پرانتز و ۴ و ۳ صورت ومخرج می‌بینید ؛ 

مثال ۷ - به‌چند طریق می‌توان ۲ حرف را از حروف 8 ۰ ۰ ۰ ۵ و 6 انتخاب کرد 
( دور تیش ۲ شیء از ۵ شیء ) تعداد تبدیلهای ۲ حرف از ۵ حرف را به صورت ,(۵) نشان. 
دادیم از طرفی دیدیم که هرتر کیب دو حرفی بهتعداد ۲۱ تبدیل به وچود آفرت: 
داریم ۰ 


پل 


۱۱*۸ < )۵(, 


۷۱ 


به‌جای ب(۵) مقدارش را قرار می‌دهجم . 


[ ۵ 
!۲(۱ - ۵) ۵ 
حه - (؛) 
و يا : 
(ب) سس ۳۳ ( 


در تساویهای الف و ب بالا دیده می‌شوذ که کسرهای طرف راست از سه عدد تشکیل 
شده‌اند ؛ عدد صورت بر ابر تعداد کل اشیای مورد بحث است؛ اما اعداد مخرج به‌تر تیب عده 
اشیای انتخاب شده وتفاضل کل اشیا از این عدد می‌باشد . 

باروشی کاملا متشا به می‌توان فرمول تعداد تر کیبهای 7 شیء از ظ شیء را به‌دست‌آورد: 


در اینجا 9 تعداد کل اشیا و ۴ تعداد اشیای انتخاب شده است! . در حقیقت این فرمول 
تمداد زیر محموعه‌های ۲ عضوی از يك مجموعه 9 عضوی را به دست می‌دهد ۰ 
مثال ۳ - به چند طریق می‌توان يك کميتة ۵ نفری را از میان ٩‏ نفر انتخاب کرد ؟ 


حل : : 
یه( ۱ 
۵۱/٩ - ۵( !‏ ۵ 
6 
6 3 
5 مک ۱۳۳5 
۲ص 


مثالن ۴ - نشان دهید که تساویهای زیر در مست است ۰ 


الف - اح() ؛ ب - وعصل() ؛ ج- ۱ع(م) ! د () 2 (مم) 


سس سس تست سس و سس تست ی و۳ 


ِ ۲ ۹ ۲ ۹ پس . . . 
۱- تعداد تر کیبهای ۲ شیء از 0 شی» را با برن) نیز نشان می‌دهند . 


۷۳ 


۱ 2 12 ِ 
الف - تح- ی ی 
سروس میربب( 
ِِ ا(ا )۱ ( ۱ 1 5 
0 171 1 12 
جح او( )و ۸ 
یس ی تست بت ( ِ ( 
0 ۱( و ۰ [(0-۴) ت 9 ]!( 8-۲ ) ۲ بت 1 
تعداد ترکیبهای ۶ شیء از ه شیء برابر است با تعداد ترکبهای 2 - ۵ شیء از 
0 شی ۶ . 


هثال و - به چند طریق مختلف ممکن است يك کمیته سه‌نفری را ازمیان ۴ زوج (زن و 
شوهر ) انتخاب کرد هر گاه : 

الف - محدودیتی درانتخابآنها وحود نداشته باشد . 

ب - کمیته باید از ۲ زن و يك مرد تشکیل شده باشد . 

حل : انف- درانتخاب عضوهای کمیته نقدم وتأخر عضوهادرنظر گرفته ذمی‌شود ,بنابر این 
در اینجا منظور تعیین تعداد تر کیبهای ۳ شی» از ۸ شیء است که با توجه به فسرمول خوانده 


تب ۳ عبارت اشتت از : 


! ۸ 
و رسب - () 


ب - دو زن از میان ۴ زن می‌تواند به )۳( طرین انتخاب شود ؛ بعد ازاین که دوزن 
با یکی ازاين طرق انتخاب شد » يك مرد ازمیان ۴ مرد نیز می‌تواند به (۲) طریق انتطظاب 


گردد ؛ درنتیچه بنا براصل ضرب تعداد راهها بر ای انتخاب دو زد و يك مرد پر اپر است پا ۰ 


)( <* )( ۳ 


تمرین 


۱- تعداد تر لیبهای زیررا حساب کنیذ » 


۵:۵ 


۲- با استفاده از دستور خوانده شده درستی تساویهای زیررا شان دهید , 
۵-0 ۰ 0-۵ ۰۵-0۰ ()-() 

۳ با انتفاده از دستور خوانده شده درستی تساویهای زیررا نشان دهید : 

ربب( ۰0( ۵-0 ۰ ۷۸( () 

۳- هر گاه ۰ب » تعیین کنید مقدار ‏ را . 

۵ هرگاه ۰-() و ۰ عسپ(3) ) تعبین کنید مقادیر ظ و ۳ را . 

قرار است يككميت ۵ نفری از میان ۱۲ نفردانش آموز انتخاب شود : تعیین کنید به 
چند طریق می‌توان عضوهای این کمیته را انتخاب کرد . 

ب- ۵ نفر دانش‌آموز که ۳ نفرآنها کلاس اول ودونفر کلاس سوم است ؛ برای انتخاب در 
يك کمين دو نفری در نظر گرفته شده‌اند ؛ تعبین‌کنید تعداد راههای ممکن برای انتخاب این 
کمیته را هرگاه : 

الف دوعضو کمیته دانش آموز کلاس اول باشند , ب - يك عضو کمیته دانش آموز کلاس 
اول وعضو دیگر کلاس سوم باشد . 

۸- خواربار فروشی ۵ نوع آشامیدنی مختلف دارد, شخصی می‌خواهد ۲نوع آشاميدنی 
بر ای مهمانان خود انتخاب کند ؛ تعیین کنید . الف - تعداد انتخابهای اورا » ب - دوانتخاب 
(م) د (۲) چه فرتی دارند ؟ 

4- يك کیسه محتوی ۷ مهرهٌ قرمز و ۵ مهره سفید است ؛ تعیین کنید به چند, طسریق 
می‌توان ۶ مهره متشکل از ۳ مهره قرمز و ۳ مهره سفید را از اين کیسه انتخاب کرد . 

۰ به چند طریق می‌توال يك کمیته را از ميان ۷ نفر زن و ع نفر مرد انتخاب کرد 
هر گاه قر ار باشد اعضای‌کمیته از ۳ زن و ۲ مرد تشکیل گرد . ۱ 

۱ - شخصی م تمبرایرانی متمایز و ۰ تمبر خارجی متمایز دارد ؛ تعیین کنید او به‌چند 
طریق می‌تواند ۳ تمبر ابرانی و سه تمبر خارجی را از میان آنها انتخاب نماید . 


رش 


احتمال 


تجربه تصادفی ‏ 
بعضی از تجر به‌ها هستند که نتیجه آنها از قبل کاملا مشخص است . مثلا وقتی سنگی را 
پرتاب کنیم این سنکك به‌زمین می‌افند و یا اگر مقداری آپ را به‌اندازه معینی حرارت دهیم آب 
تبدیل به بخار می‌گردد , در مقابل فجربه‌های دیکری وجود دارد که نتیجه آنها را نمی‌توان 
از قبل به‌دقت نعیین نمود وفقط پس‌از انسام تجر به تیه آنها مشخص می گردد , اینگونه 
تجر به‌ها را تجربه تصادفی می‌نامند . 
بر ای زوشن شدن مطلب به‌مثالهای زیر توجه کنید . 
۱- هر گاه يك سکه را به هوا بیندازیم» 
این سکه در فرود آمدن شیر یا خط می‌نشیند , 
به عبارت دیگر ؛ درپرتاب سکه دو نتیجه ممکی 
است به دست‌آید » شیر یاخط . تنها پسآزنشستن 
سکه می‌توان گفت که آن سکه شیر یا خط نشسته اس 
۱ ۲- يك دسته کارت موجود است ؛ نام هريك از دانش آموزان يك کلاس را روی يك کارت 
نوشته پس ازمخلوط کردن کارتها » يك کارت را به طور قرعه برمی‌داريم؛ روشن است که نام‌یکی 
از دانشآموزان دراین ثرعه بیرون خواهدآمد ؛ ننیجة ممکون از این قرعه بیرون‌آمدن نام يك 
دانش‌آموز است . تنها پس از کشیدن قرعه می‌توان گفت کد نام کدام يك ازدانش‌آموزان بیرون 


[ ۷ ۹ ات ۰ 


۲- يك تاس را مي‌ريزيم ؛ نتیجه ممکن پی ازنشستن تاس روشدن یکی از اعداد و تاء 
است » ولی قبل ازنشستن تاس به‌هیچ وجه نمی‌توانگفت که تاس به طور قطع روی چه‌پهلویی 


۱ روخواهد شد 


۵ ۰ ۵ و 0 ۱ ۱ 
* | هو ! ۶ ۲ 
۵ ۵ 6 ئ 9 ۵ 4 . 
‌ 
۱ 


0 


۷۵ 


م- در دستگاه زیر صفحة دایره‌ای به ‏ قسمت مساوی تقسیم شده است؛ این قسمتها با 
رنگهای ترمز (6) » سفید (0) » سبز (ظ) وآبی (۸) ازیکدیگر متمایز شده‌اند ؛ هر گاه عقربة 
دسگاه را که روی بك سوزن در مرکز صفحه قسرار داده 
بچر خانیم » پس از چرخش» عقربه دریکی از اين چهار ناحیه 
متوتف خواهد شدا ؛ ولی قبل از توقف کامل عقربه » به هیچ 
وحه نمی‌توان گنت که عقربه روی کدام ناحیه ثوقف 
خو اهد کرد . 

۵ کیسه‌ای محتوی يك مهره قرمز ؛ يك مهره سیاه و يك مهر؛ سفید است ؛ هرگاه يك 
مهره را از داخل‌کیسه بیرون آوریم , نتیجه ممکن عبارت خواهد بود از يك مهره قرمز یا 
سید يا سیاه . 


پرتاب سکه ۰ کلیدن قرعه ۰ انداختن فاس ۰ چرخعی عفربه دوي صفحة دنگی پا مددج 
و برد کشیدن مره از کیسه نموئه‌هایی از تجربه‌های تصادفی هستند . در این نوع تجر به‌ها 
قبل از معلوم شدن نتيجه به‌طور قطع نمی‌توان تعیین کرد که کدام يك از نتایج ممکن این‌تجر به 
به دست خواهد آمد , 

مطالعه پدیده‌های تصادفی حساب احتمالات را تشکیل‌می‌دهد , ما دراینجا حساب‌احتمالات 
را در يك حالت ساده مورد مطالعه از خر هی , بخصوص بر ای ساده شدن مطاب فرض‌می کنبم 
که تعداد نتا یچ تجر به‌های تصادفی 1 با آنها سر و کر داریم متتاهی می‌باشد , 


فضای نمونه ای 
۱- يك سکه به هوا انداخته می‌شود . این سکه در 
فرودآمدن شیر (3]) یاخط(۳) می‌نشیند ؛ مجموع : 
[ ۰5۲ 11 5 
که تمام نتیجه‌های ممکن این تجربه را نشان می‌دهد » به نام 
فضاي نمونه‌ای تجربه تصادفی نامیده می‌تود , هر کدام از 
عضوهای ۲ یا ۲ به‌نام يلك نقطه از فضای نمونه‌ای خوانده 


با 


می‌شود . 
۲ يك ناس ریخته می‌شود » بعدارنشستن این ناس یکی از و جه‌های ٩‏ تا ع روخواهدشد 


ِ- حالات استثنایی توقف عقربه روی مرزها در نظر گرفته نمی‌شود , 


۲ 1[ حرف اول کلمه 11000 بمننی شیر و ۲ حرف اول کلمةٌ 1011 به‌معنی‌خط می‌باشد. 


۷۶ 


مجموعة : (۱۰۲۰۳۰۴۰۵۰۶) 8 » که تمام نتیجه‌های ممکن این تجربه وا 
نشان می‌دهسد » به تام «م اک نمونهای این تجر به كٍِ- ۷ . این مجموعه دارای ۶ 


۱ عضو است ۰ 
۳ در دستگاه متقابل عمّر به را به‌چر خش ش درم ی آوریم؛ 
مجموعه و ۱ 


که تمام نتیجه‌های, ممکن این تجربه را نشان می‌دهد به نام فضای نمونه تجر به خوانده 
۳۳۳ ۱ 1 

۴- درپاسخ دادن به‌پرسشهای دوجوابی» 

فضای نمونه‌ای عبارتست از ( نه » بلی )5 

تعریف - هرگاه 8۱ ۰ ۵۲ ۰ ۰ هی نتیجه‌های ۱ 

ممکن يلك تجربه تصافی باشد مجموعهُ + ۱ 

م8 ۵ 5 


به نام فضای نمونهای خوانده می‌شوه ۰ هر عضو مه ك نقطه از فضای نمو ناگ نا هیده هی شود 5 


پیشامد تصادفی ‏ ۱ 
گفتیم که در ریختن يك تاس فضای نمونه‌ای برابر است با ( ۲۰۳۰۰۰۰۰۶ ۱۰) 5 
هر گاه دراین . تجر به » رو شدن یکی‌از پهلوها که روی‌آن شماره زوح نوشته شده است مطلوب 
ما باشد مجموع ( ۲۱۳۴۰۶ )۵ که تمام نتیجد‌های مطلوب را نشان می‌دهد » به نام يك 
پیشامد تصادفنی خوانده می‌شود . روشن است که ۸9 . ۱ 
در شکل مقایل هرگاه توتف عقربه در ناحية سفید 
مطلوب باشد » مجموع ( 0۲ ۰ 0۷ ۰ ,6 3-1 » که تمام 
نتیجه‌های مطلوب را نشان می‌دهد به نام يك پیشاعد,تصادفی 


خو انده می‌شود ب 


تعر یف 4 یی تصادفی پیشا هد تصادفی زیرمجموعهای از فضای نمونه‌ایآن 
خجر به است به عبارت دیگسر ۰ ِ ِ فضای نم 4 تنج به تصا دفی با شد ۰ ۸۵ بلد 
پیشاهد تصادفی و۱ ند هی شود گ 9 فقط اک 
تعر یف ۲ اگر ۵پیش‌آمدی از يك‌تجر به تصادفی معین باشد »در هر بار انجام‌اين تجر به 
کگفته می‌شود پیش آمد. ۵ رخ داده است هر کاه نتیجه به‌دست آمده عضو ۸ باشد . 


۷۷ 


مثال ۱ - يك سکه دوبار په 
هوا انداخته . می‌شود ؛ فضای 
نمونه‌ای و پیشامد تصادلی را که 
عبارت از ظاهر شدن شیر در هردویار 
پرتاب یا ظاهرشدن خط. در هر دو بار 
پرتاب باشد پنویسید . 


حل : اين سکه‌ها در موقع نشمتن به یکی از صورتهای زیر رو خواهد .شد ۰ 


هر گاه نتبجه شیر آمدن سکه را با 4[ وثتیج خط آمدن آن‌را با 7 نشان‌دهيم » مجموعة ‏ 
نتیجه‌ها بررای هر بار پرتاپ برایر (1۱۰۲)--۸ است» باتوجه به‌آنچه درحاصل‌ضرب د کارتی 
۳۱ خودش گفتیم , حالات مختلفی که سکه در دو بار ممکن است پاهم به زمین بنشیند 
و یا به‌عبارت دیگرفضای نمونه‌ای این تجربه برابر است با : 


((۲۰۲/ ۲۰۲۰ ۲(۰ ۸ ۰ (:1:۰1)) سو 


1 1 


( ۰.۲۰ (1؛ ین 
۱ (۲۰۳۲) 


برای بدست آوردن فضای نمونه‌ای می‌توان از نمودار صفحذٌبعد؛ نیز استفاده کرده 


۷۸ 


بار دوم 


۲ 01۰ ۲( ۰۸۰0 
۲1 ۹۲۰۲( )۲۰۲۷( 


بار اول 
۲ 1 
دراین تجربه پیشامد تصادنی ۸ یعنی شیر آمدن هر دومرتبه یا خط آمدن هردومرتبه عبارت 
است از : ((۲۰۲) ۰۱۲ )۸ 


پیشامد گر زیر مجمو عه‌ای ازفضای‌نمو نه‌ای 4 است. 

این پیشامد در شکل مقابل نشان داده شده است  .‏ پیدامد ۸ 
مثال ۳ - يك سکه سه‌بار پرتاب می‌شود. 

مطلوب است تعیین : الف - فضای نمونهای 

این تجربه تصادنی. بب پیشامد ۵ که درآن سکه 

هر سدبار خط بیاید. جب پیشامد 98 که در آن فقط بار اوز 

يك خط بیاید , 


بار دوع 


حل :دراین تجربه عضوهای فضای نمونه ای‌به صورت زیر مشخص می‌شوند ۰ 


نتیجه‌های ممکن بار سوم بار دوم 


باد اول 
(ب[۲۲۰۲1) 1 
(۲11) م 
(3»1۲.[7[) 1 
1»7:7[) ۹ 
(۲:۲۷,:۲۷) 
17 
۲:7 
4 + 1 
(۲۰۲,[۲) : 
(۳۰۰۲) 


۳۷۹ 


درنتيجه فضنای نمونه‌ای این تجربه تصادفی عبارت است از 
۰ (۲۰۲۲۲) ۰ (/۲۳۳) ۰ (۱۲۰۲) ۰ را( رجامتزتل)سو 
((1:۲1) » ([[۲۰۲۰) 
و پیشامدهای خواسته شده عبارتند از ۰ 
((4)۲»1۲»1< ۸ 
(۲۰۲۷۲۰۲۷) ۰ (۲2۰۲۲) ۰ (101217)) 3 
مثال ۳ - يك تاس قرمز و يك تاس سبز باهم ريخته می‌شوند ؛ الف - فضای نمونه‌ای 
اين تجربه را بانمودار مختصاتی‌نشان دهید . ب - پیشامد ۸۵ که درآن مجموع اعداد رو شده دو 
تاس کمتر از ۶ یا مساوی ۴ است مشخص کنید . 
"ج - پیشامد 8 را که درآن مجموع اعداد روی دو تاس از ۸ بیشتر باشد بنویسید . 
حل ؛ فرض‌کنيم (۶ ۵۰ 1-۱۰۲۰۳۰۴۰ . فضای نمونه‌ای اين. تجر به . عبارت از 
است که دارای ۳۶ عضو می‌باشد . پعنی ؛ 

(61 ,۱۵( , ع)) ع- 5 
نمودار مختصات فضای نموه اين تجربه در زیر رسم شده‌است . نقطة ۵ در شکل نشان می‌دهد 
که تاس قرمز يك وتاس سبز ۲ آمده ی و نشان می‌دهدکه تاس قرمز و وتاس 
سبز ۳۴ آمده‌است. 


بیش آمد 5 کاس‌سبز 


هر گاه هر کدام از نقطه‌های نمونه را به صورت ( ۸۰ ) که درآن ه عدد تاس قرمز 
و دا عدد تاس سبز است نشان دهیم پیشامدهای ۸ و 8 که در شکل بامثلث مشخص شده‌اند ؛ 


۸ 


به صورتهای زیر خواهند بود : ۱ > 9+ واع ۱ ۰ ۵ ( ۱۵ ۵) ) سا 
([ +64 وعاع ۲ | ( ۵ 6۰ )) 3 

خلاصه - طبق آنچه دیدید می‌توان گفت : 

الف - تجربه‌اق ۱ که در هرپار انجام آن نلیجه بدست آهده یکی از چند صورت مختلف و 
معلوم بوده ولی قبلا( انجام آن نتوان نتیجه حاصل دا به‌طود قح معلوع کرد به‌نام‌نجربه‌تصادفی 
خوانده مي‌شود . 

ب - مجموعةٌ حاحیل از تمام نتیجه‌های ممکن يلك تجربه به نام فضای نمونه‌ای آن 
تجربه خوانده مي‌شود . 

ج - هر کدام از نتایم به دست آعده از يلك قجر‌به ۰ يك عضو فضای نمونه است . 

د - هر ژیرمجموعهای از فضای نمونه‌اق به‌نام يلك پیشاهد تصادفی خوانده مي‌شود  .‏ 


تمرین 

۱- هريك از حروف کلم «فردوسی» را روی بك کارت نوشته پس ازمخلوط کر دن کارتها 
یکی ازآنها را به طور قسرعه بر می‌داريم ؛ مطلوب است تعیین ۰ الف - فضای نمونه‌ای این 
تجر به » ب - پیشامد آن‌که روی کارت بیرون آمده حرف بی‌نفطه باشد . 

۷- هريك از ارقام يك تا 4 را روی يك کارت نوشته پس از مخلوط کردن کارتها یکی از 
آنها را به طور قرعه برمی‌داريم ؛ مطلوب است تعیین : الف:- فضای نمونه‌ای تجربه . ب - 
پیشامد ۸ »که درآن عدد روی کارت کشیده شده کوچکتر از ء باشد , ج - پیشامد 8 »که در آن ‏ 
عدد روی کارت بیرون آمده اول باشد . د - پیشامد 6 که درآن عدد روی کارت کشیده شده 
بزرگتر از ع باشد , 

۳ يك سکه را دوبار می‌اندازيم ؛ فضای نمونه‌ای این تجربه وپیشامد آن را که سکه 
اقلا" يك بار شیر پیاید بنویسید 

۴- يك سکه را هبار می‌اندازيم ۶ فضای نمونه‌ای این تجربه وپیشامد آن را که اقلا" 
يك‌بار شیر بیاید بنویسید 

۵ يك تاس, م يك سکه را به‌هوا می‌اندازيم ؛ نضای نمونه‌ای این تجر به: وپیشامد آن 
را که سکه شیر یا تاس ۶ بیاید بنویسید . ۱ 

فضای نمونه‌ای (8۰۰6)-<8 مفروض است ؛ دو پیشامد مختلف اين فضا را 
بنویسید . این فضای نمونه‌ای حداکثر دارای چند پیشامد است ؟ 

پب يك کیسه محتوی ۵ ؛ مهرهٌ سیاه و ۱۰ مهرهُ سفید است ؛ يك مهره ر؛ به‌طورتصادفی 
از داخل کیسه بیرون می‌آوریم ؛ اين مهره مسلماً سفید (6) يا سیاه ( 0 ) خواهد بود . آیا" 


۸1 


مجموعه (0 6۰ ) می‌نواند نمایش نضای نمونه‌ای این تجربه باشد ؟ توضیح دهید.:. 
۸ب در دو دستگاه زیر » عقربه‌ها را باهم به‌حر کت درمی آوریم ؛ مطلوب است : 
الفب نمایش فضای‌نمونه‌ای ِ ۱ 
این تجربه با کسك نسودار 
مختصاتی . 
ب ‏ پیشامد ۵ » وقتی که 
هر دو عقربه روی يك عدد متوقف ‏ 


شو ند . 
ج - پيشامد ظ » وقتی‌که هر دو عقربه روی عدد زوج متوقف شوند . 


احتمال ۱ 
درقسمتهای قبل تعریف فضای نمونه‌ای و پیشامد تصادفی را دیدیم . اکنون می‌خواهيم 
بهرپیشامد تصادفی عددی نسبت دهیم و بوسیله آن شانس وفوع آن پیشامد را بسنجیم , در 
اپنجا » ساده‌ترین حالت را برای تعریف احتمال درنظر می‌گيريم . بدین ترتیب که اولا" فرض 
می‌کنيم که تعداد عضوهای فضای نمونه‌ای متناهی بوده و این عضوها متمایز می‌باشند . انیا 
شانس ظاهرشدن کلیه عضوهای فضای نمونه‌ای یکسان می‌باشد . ۱ 
برای روشن شدن مطلب به‌مثالهای زیر توجه کنید : 
۱- در پرتاب يك سکه سالم! نضای نمونه‌ای عبارت است از . 
۱ (۲,7) ح 5 
تعداد عضوهای این فضای نموئه متناهی بوده وبرابر ۲ می‌باشد . از طرف دیگر این 
عضوها متمایز بوده وشانس واقع شدن عضوها باهم برابر است . ۱ 
۲- درپرتاب يك تاس سالم یکبار فضای نمونه‌ای دارای شش عضو است + 
(۶ ,۳,۴۵ ۲و)س 5 
و شانس واقم شدن هر پك ار عضوها مساوی است ه 
۳ در پرتاب دوتاس باهم فضای نمونه‌ای دارای ۳۶ نقطه است . این فضای نمونه 


ی (06 ,|( ,۵) ) --5 
که درآن ( رو 122/۱۲۳۴ ؛ شانس وقوع کلیه نقاط این فضای نمو نه‌ای یکسان 
می‌باشد , 


۱- سکه سالم سکه‌ای است که به هنگام پرتاب شانس شیر با خط آمدن آن مساوی باشد. 


[ 


در همه فضاهای نمونه‌ای بالا تعداد عضوهای این فضاهای نمونه‌ای متناهی بوده و این 
عضوها متمایز می‌باشد وهه‌چنین شانس واقع شدن کلیه عضوها برابر است 
هر زیر مجموعه از این نضای نمونه‌ای يك پیشامد تصادفی می‌باشد . مثلا در پرتاب 


سکه یکا ۱ 
۳۹ زر 13۱ )۸ 
يك پیشامد تصادفی است که عبارت ارظاهر شدن شیر می‌باشد ۱ درب تاب ناس یکبار 
( ۵و۳ , ۱ ] 


پیشامدی است که عبارت ازظاهرشدن عدد فرد است وبالاخره درپرتاب دوناس باهم یکبار 
((۲,۱) و (۲ و۱) و ۱۱ ۱))حدر) 
پیشامدی است که درآن مجموع شماره‌های ظاهر شده کمتر از ۴ می‌باشد . 
اکلون که مفهوم فضای نمونه‌ای و پیشامدهای تعادفی روشن شد احتمال را تعر یف 
کی 
تفر یف مه اگرعده عضوهای فضای نمونه‌ای متناهي بوده وشانس ظاهرشدن ابن عضوها 
مساوی باشد احتمال هرپیشامد تصادنی مانند ۸ که با (۲)۸ .نشان داده می‌شود برابر است با 


تعداد عضوهای خر (26 
تعداد عضوهای و (8)8 
باتوجه به‌اینکه همواره (2)8 > (0)۸ یک ه است همیشه ۱ بک (۳)۵ بک ه خواهد بود 
یعنی هرپیشامد عددی است بین صفر ويك , 
مثال ٩‏ س يك رکه را یکبار پرتاب می‌کنيم . اگر پیشامد ۵ عبارت‌از ظاهرشدن شیر باشد 


سس <« (۲)۵ 


در اینصورت 
(1۲۷ )ده و (1,۲) و 
وبنابراین ۱ ود 
۱ (۵۸) ۲ 
۱ 
۲ 
مثال ۳ س يك تاس را یکبار پرتاب می‌کنيم . اگر پيشامد ظ عبارت ازظاهرشدن عدد فرد 
باشد دازیم : 
(3-4۱,۳,۵ و (عر۵و۱,۲:۳,۴) 5 
3۳۹ (3) 
, 
۹۳ 
۲ ۶ 


۸ 


۱ یکبار ان پر تاب مي 5 ای اش یی باشد که در آن مجموع 
(۶, ۰۴:۵ ۱,۲,۱۳)حک و (>061 ,ع|(ط ,ع) ) س 5 


۶ 
((۲۰۱) و (۱۰۲) و (۱,:۱))عحن 
پش : 
۱۳ 
۲ 
سدع 
۱ ۶ 


۱ مثال ۴ ه سه سکه سالم باهم انداخته می‌شود , مطلوب است ۰ 
الب ب احتمال آنکه هرسه سکه شیر بیاید . 
ب - احتمال آنکه فقط یکی از سکه‌ها شیر بیاید . 
حل س وقتی سه سکه باهم انداخنه می‌شود فضای نمونه‌ای عبارت است از ۰ 
( ) » (1 ۰ 1»۰1) » (۳1۰۲۰۳۷) » (۳۲۰۳۱۰۲۲) » (۲3۰۳۱۰۳۷) ) ح- ٩5‏ 
((۲۰۲) » (۲۰۲۲۰۳۱) ۰ (71 »۰11۰ [) 
الف - فرض کنید ۵ پیشامد آمدن سه شیر باهم باشد » دراینصورت 


و ((1]1 ۳1۰ 11۰) ۵-۷ 
(202 _ 
(19)5 0« 
ات 
۸ 


ب- آگر 8 پیشامد آمدق نقط یه : شیر باشد » آنگاه داریم : 
((۳ ۰۲ ۰ ۰۱۳۰۲ ۲-10۰7۲۰۲۰ 


مثال ۵ - تمام تر کیبات سد حرفی مجموعهٌ ۱ 0 ؛ 0۵ » 0 » 6 ۱ را روی کارتهای مختلف 
نوشته ( هرتر کیب روی بك کارت ) پس ازمخلوط کردن » يك کارت را به طور قرعه برمی‌داریم؛ 
احتمال آن که حرف 0 روی این کارت باشد ۳ ۳ 


۸۳ 


حل : تر کیبات سه حرفی مجموعُ ( 4 ۰ 8 ) » طبق آنچه گنته شد برابر است‌پا: 
۵۱اه هه ماه )آسو 

هر گاه ۸ پیشامد مطلوب باشد داریم : ۱ ۱ 

۱ ۱ [ 000 , ۵۱۵ ؛ + سر ۸ 

در لتیجه احتمال‌آن برابر است پا 


۸ 
ِِ ۷" ۳ (ه) ۲ 


ال - ی که موی مره رم + مر سا و و مر سید اس 
يك مهره را بطور تصادفی از کیسه بیرون می‌آوریم . 
الف - فضای نمونه‌ای این تجربه را بنویسید . 
فلناات - پیدا کنید احتمال اينکه اين مهره قرسز باشد , 
ج - میدانیم که مهره انتخاب‌شده قرمز است. بدون‌آنکه این 9 به کیسه بررکردائیم 
مهره دیگری را به‌طور تصادفی از کیسه بیروث می‌آوریم . پیدا کنید احتمال اینکه این مهره 
نیز فرمز باشد . 
حل : الف - واضع اتتت 5 مهره بیرون آمده ازنظر رنگ » قرمز (8) » سیاه ( 0 ) پا 
سفید (6) می‌باشد » و حال آن که نتیجة ممکن تجر به بیرون آمدن یکی از مهره‌های داخل 
که ابیت به عبارت دیگر دراینجا مجموعهُ (8۰10۰0) فضای نمونه‌ای نبوده بلکه برای 
تعیین فضای نمونه ای تجسر به باید ابتدا مهره‌های همر نگ را بااستفاده اززیر نویس متمایز نمود 
(مشلد" ۲ مهرهٌ سفید را پا 6۱ 9 06 نشان داد) » بااين قرارداد فضای نمونه‌ای تجر به بر ابر 
است با ۰ ۱ 
( 6۰ ها با ۰ ۳ یو ۰ 8 ۰ جع » 8 ع )5 
ب - هر گاء ۸ نمایش پیشامدآن باشدکه مهر؛ٌ بیرون‌آمده قرمز است » خواهيم داشت ۰ 
[ 80 ۰ ۰80 8۲ ۰ :8 8۰ )۸ 

در نتیجه احتمال ۸ برابر است با ۰ 
دی 
۲ 1۰ (8) 8 

یعنی احتمال آن‌که مهر؛ُ بیرون آمده قرمز باشد برابر است با تخداد مهره‌های قرمز در 
کیسه تقسیم برتعداد کل مهره‌ها . 

ج - هر گاه مهرة قرمز به کیسه بر گردانده نشود » فضای تمونه‌ای نجربه تخییر کر ده و 
فضای نمونه‌ای جدید برابر می‌شود با : 


۳ )۸( 


(,0 ۶ 6۱ ۲ ۲1۳۳ 13۲ ۶ 1 8 ۷ < ,5 
که درآن ,و » ۵ 8۰ و ,اج مهره‌های قرمز باقیمانده می‌باشند . ۱ 
هرگاه 8 نمایش پیشامد آن باشدکه مهرهٌ بیرون‌آمده فرمز باشد ؛ حواهیم داشت : 
رمع ۰8۰8۰ 8<)8 
درنتیجه احتمال ] برابر است با 


8 
وج - (۵)< 


مثال ۷ - بك کیسه محتوی ۴ مهره آبی و ۵ مهرة فرمز است ؛ دومهره به طور تصادفی 
از کیسه بیرون‌آورده می‌شود ؛ مطلوب است احتمال آن که هردو مهره آیی باشد . 
دراینجا ما می‌خواهيم دومهرء آبی را از میان ۴ مهرة آبی انتخاب کنیم ؛ پس‌تعداد انتخابها 


پرابر است با ( . ازطرفی تعداد نقاط فضای نمونه‌ای تجسربه برابر است با تعدادتر کیبهای 


۲ مهره از 4 مهره : (۱) ؛ پس احتمال آن‌که هردو مهره آبی باشد برابر است با ۰ 


ما )( 
ار ۲ ۲۲ ۲ لد -ره8 
۶ ۱۸ ۹ ( (5) 2 

۲ 117 


مثال ۸ س ازمیان ۲۷ نفر دانش‌آموز قرار است ۸ نفربرای تشکیل انجمن ورزش‌دبیرستان 
انتخاب شوند ؛ هرگاه ۱۰ نفر از این دانش‌آموزان سال اول و۱۳ نفر دیگر سال دوم باشند» 
بطلوب است احتمال‌آن که ۴ نفر از سال اول و ۴ نفر ازسال دوم انتخاب شوند . 


حل ۰ در اینجا تعداد عضوهای فضای نمو نه‌ای بر ا؛ بر است با (۲۲) و عدة عضوهای 


پيشامد مطلوب طبق اصل شمارش برابر (۲۶) (م ۱ ) می‌باشد؛ در نتیجه احتمال خو استه 
شده برابر است پا ۰ 


)۲( * )( 
(۸) 


گفتیم که هرزیرمجموعه‌ای از فضای نمونه 8 يك پیشامد است ؛ بنابراین ٩‏ و 2 نیز دو 
پیشامد می‌باشند ؛ به نام پیشامد یفین خوانده مي‌شود واحتمال آن بر ایر يك است * 


مر 


2 را پیشاعد نشدفی می‌خوانند و احتمال آَنْ بر ابر است پا . 


متمم پیشامد ۵ 

هر گاه ر زیرمجموعه‌ای از فضای نمونه‌ای 5 باشد » چون .ر مجموعه است متمم آن 
مجبوعة ۸ خواهد بود . در احتمالات ۱ 
۱ ۸۵ پیشامد عفردضی باشد ۵٩‏ به مفیوم 
تا که ۸ داقم نخواهد شد , 

متال - هريك ازحر وف 1»0»9»8:[ 
ز! روی يك کارت نوشته پس از مخلوط 
کردن آنها » يك کارت را به طور قرعه ۱ 
برمی‌داريم ؛ مطلوب است تعیین ۰ انف - احتمال آن که روی این کارت حرف نقطه دار باشد 
ب - احتمال آن که روی این کارت حرف نقطه دار نباشد , 


حل : هر گاه 6 فضای نمونه‌ای و ۸ پیشامد بیرون آمدن حرف نقطه‌دار باشد » خواهیم 
داشت ۰ ۱ 
[ ۵۰۷0۰6۰10 )--5 
[ ]1 ۰ج ظ 
الف ‏ احتمال پیشامد ر بر ابر است پا ۰ 


۵ )۸( ۲ 


۵۰۰۵ )س ۸۱ 


در این مثال داریم : 


۱ اس ( ۸ب ره) 8 


اين مطلب در حالت کلی نیز درست می‌باشد . یعنی هر گاه ۸ و ۸۳ به ترتیی پیشامد 


۰۲ 


منروض ومتمم آن باشد خواهیم داشت : 
- (/۳)۸ + (۲)۸ 
و یا : ۱ ۱-۳۸ - (۳)۸ 


تمرین 


۱ در دستگاه زیر عقر به را به حرکت درمی‌آوریم؛ درصورتی که احتمال توقف عفر به 
درهر قسمت مساوی باشد ؛ بطلوب است محاسبهٌ احتمال آن که : 
۱ الف - عقر به درناحیه‌ای که باعدد ‏ مشخص شده‌است 
تفت که 
ب - عقربه در قسمتهایی که با اعداد زوج مشخص 


شده‌اند توقف کند . 


ج- عقر به درقسمتهایی که با اعداد فرد مشخص‌شده‌اند 
توقف‌کند . 

۲ در دستگاههای زیر دو عقربه را باهم می‌چرخانيم ؛ در صوزنی که در هردستگاه 
احتمال تو قف عتر به درهر قسمت مساوی باشد مطلوب است: 

اف - احتمال آن که اقلا 
يك عقّر به درقسم تآبی توقف کند. 

ب ‏ احتمالآل که فتط يك 


عقر به در قسمت سفید نو قف کند ۲ 


ج _ احتمال آن که هردو 
عقر به در قسمت سبز توقف کنند . 
م_ در دستگاههای زیر دوعقر به راباهم می‌چرخانیم , درصورتی که درهردستگاه احتمال 


تو نف عقر به درهرقسمت مساوی باشد مطلوب است : 


507 
دك 


الش - احتمال آن که هر دو 


عقر به در قسه‌تهایی که با اعداد 


اول مشخص شده‌اند توقف کنند . 


ب - احتمال آن 45 هر دو 


عقر به در قسمتهایی که با اعداد 


۸۸ 


زو ج مشخص شده‌اند توقف کنند. ۱ 

- يك سکه دو ریالی سه بار متو الی به‌هو | انداخته می‌شود ؛ مطلوب است ۰ 

الف - احتمال آن که اقله يك‌بارخط داشته باشیم , ب - احتمال آن که هرسه بارسکه خط 
بیاید . ج - احتمال آن که اقلا دوبار سکه خط بیاید . ۱ 

۵- دو ناس باهي ريخته می‌نشود ؛ مطلوب است ۰ 

الف - احتمال ۸ ؛ هر گاه ۵ پیشامد آن باشد که مجموع اعداد تاس پس از نشستن 
جاشد . 

ب ‏ احتمال8 ۰ هرگاه 8 پیشامد آن باشد که هردو تاس باعدد زوج رو شوند . 

ج - احتمال ن) , هر گاه :6 پیشامد آن باشد که مجموع اعداد تاسها پس از نشستن کمتر 
از ۷ باشد , 

۶- هريك از تر کیبات )۳( مجموعه [ ۵ ۰ 6۰۵ 9۰ »8 ) را روی يك کارت نوشته 
پس از مخلوط کُردن کارتها يك کارت را به طور تصادفی برمي‌داريم ؛ مطلوب است احتمالآن 
که حرف 8 یکی از حروف این کارت باشد . 

- يك کیسه آمحتوی ۳ مهرة قرمز » يك مور سیاه و دو مهرة سفید است . يك مهره‌را 
بهطو رتصادفی از کیسه بیر ون می آو ریم ؛ مطلوب است: الف - احتمال آن که این مهره قر مر باشد. 
ب - این مهر ه رابه کیسه بر گر دانده مهرة دیگری بیر ون مي‌آوريم ؛ احتمال آن که این مهر ه 
سفیدباشد. ج - مهرة دوم را به کیسه بر گردانده ۳ مهره را بیرون می‌آوریم؛احتمال آن که هر مه 
مره برمز باشت:: 

۸-. يك عدد را به طور تصادفی از میان او لین ۱۰ عدد زوج مثبت انتخاب می کنیم ؛ 
احنمال آن که عدد انتمخاب ده مضرب ۳ و ۴ نباشد چینست ٩‏ ۱ 

- يك کیسه محتوی و۱ مهرء سیاه ۰ ۱۰ مهره سنید و و مهره‌آبی است؛ يك مهره را 
به طور تصادفی از کیسه بیرون می‌آوريم ؛ مطلوب است : الف - احتمال آن‌که اين مهره آبی 
باشد . ب ‏ احتمای آن‌که این مهره‌آبی نباشد . ج - این مهره را به کیسه بر گردانده ۲ مهره 
را به طور تصادفی بیرون می‌آوریم ؛ احتمال آن‌که يك مهره سیاه ويك مهر:ة سفید باشد . 

۰- يك تاس ويك سکذ باهم انداخته می‌شوند » مطلوب است : الف - احتمال آن که 
ناس عدد زوج یا سکه شیر بیاید . ب - احتمال آن که تاس عدد زوج. وسکه شیر بیاید . 


فوانین احتمال 
دو سکه باهم به هو ! انداخته می‌شود » مطلوب است ۰ 
الف - احتمال آن که هر دو شیر یا هر دو خط بیاید . 


۸۹ 


ب - احتمال آن که اقلا 


ِ ۲۰7 ( | + 
" همان طور که قبلا دیدید » ۰ )پر 


فضای نمونه‌ای در این تجربه 
برابر است با : 
((۲:۲) , (۲:۳3) , (3:۲) , (ترل)) و 

ات هر گاه ۸ پیشامد هردو سکه شیر و 8 پیشامدهردو سکه خط باشمد ؛ خواهیم 


د أد شت ۰ 


سک دوم 


سک اول 


جون هر پیشامد مجموعه‌است؛ لذا کلمة « یا » دراینجا مفهوم« یا » در مجموعه‌ها را داشته و 

پبشامد آن که هردو سکه شیر یا هر ۳ 

دو خط باشد » برابر است یا :ٍ. . 

((11)) لا ((۳17)) <ظ لا 
((۲/۲) » (11»17)) - 

و احتمال آنهبا به تسرتیپ برابر 


است با : 


۱ (۸) 2 
(ظ) ۵ 


٩ 


/۳۳۹ (ظل۸۱) 0 


۱ « 00 ی عب (ظ۳ )| ۳)۸ 
دراینها ۵ پد ه می‌شود که 7 
۲ ۱ 
- - (8 ۶۸ 
۱ ۱ 
۳ و 


(۳)8 + (۳۸ - 
به عبارت دیگر » برای این نجر به داریم : 
(ظ) ۳ (ه)ظ ات رز ۳)۸ 
آبا این تساوی همیشه درست است ؟ برای جسواب به این سژال به قسمت «ب » 
توجه کنید . 
ب - در این نجربه ؛ پیشامدهای اقلا يك شیر اقلا يك خط و اقلا" يك شیر یا اقل" 
يك خط به‌تر تیپ برابر است با ؛ ۱ 


(۲۰۲۷) ۰ (11) » (11»1۷)) --(0 
((۲۲(۰0۲۰۲) ۰( م۳ 
((»۲۲) (1۳1) ۰ (۲۲) » (17»۲۷)) ۲ )1 


درنتیجه احتمال آنها برابر است با ۰ 


۳ 
2 - (۳)0 
۳ (۴) 
۴ > 8 < )۲ 
۴ #(۵۱) 2 
7 ۰6 - ۶)0 
دراینجا دیده می‌شود که ۰ ۱ 
۳ ۰ ۳ ۳۴ 
0 


()۴-+-(۴)۵ ع (۶)۵0۶ 
چرا درقسمت « الف » تساوی برقرار و در قسمت « ب » بر قر از . نیست : جواب این 
است که در قسمت « الب » دوپیشامد ۸ و 8 عضو مشترکی ندارند یعنی : ۵-ظ() ۸ . 


تعر یف _ دو پیشامد ]1 و ۸ که عضو شترکی نداشته باشند ( نی م -- 13( ) ۸ ) به نام ده 
پیشاهد ناسازگاد خوانده مي‌شود . 
هرگاه ۸ و 2 دو پیشامد ناسازگاد 8 ۵ 
باشند , داریم : رم 
رو (۳)8-- (8)۸ سد (ق ل) ۳)۸ 
نت « ب » دوپیشامد 0 و 
عضو مشترك دارند : 
(ربر۲) ۰ (۲۲ ۱۲۱۳ 
7 


اگر دو پیشامد ۸ و 8 را داشته باشیم احتمال پیشامد 13| ۸ بوسیله رابطه زیر 
بدست می‌آید 
(۲( ( (۲0 ۳)۸- (۳)8 + (۳)۸ > (13 (۱ ۸)ظ 
واضح است که اگر ۸ و 8 دو پیشامد ناساز گار باشند » سب (۸۲۱1)ظ است زیرا 
۲(۲] ۸ يك پيشامد نشدنی است . دراینصورت رابطه (۲) به رابطه (۱) تبدیل می گردد . 
تساویهای (۱) و (۲) را می‌توان با استفاده از تعریف احتمال ثایت کرد . 
اک وعدظ ۸0 , طبق آنچه در بجموعه‌ها دیدید داریم : ۱ 
( 8( ۸) ۰ -(ظ) جبره) و« رقالا۸) 2 
هرگاه طرفین این تساوی را بر(8) 9 تقسیم‌کنيم » خواهیم داشت  :‏ 
( ظ۸۲۱) ظ ده ۵ ( ظل۸) ظ 
۳ 868 که ۰ )ها 
که طبق آنچه راجع به احتمال يك پیشامد گفته شد » حاصل می‌شود : 
(۲(8 ۳۸ - (ظ)۳ + ره)۴ - 1 ز) ۳۸ 
اک و-ظ ۸ , آن‌گاه ه ‏ (۳)۸۲(9 واز آنجا به دست می‌آید : 
26۳۱ -ب ۴۸ - (ظ | ۸)ظ 
مثال ۱ - يك کیسه محتوی ۵ مهر؛ قرمز »۳ مهر سفید و ۳ مهرهمشکی است؛ يك مهره 
را به طور تصادفی از داخل کیسه بیرون می‌آوریم ؛ احتمال آن که این مهره قرمز يا سفید 


۱۳ 


حل ۰ هر گاه مهره‌های قرمز » سفید ومشکی را به ترنیب با 8 6۰ و 9 نشاب داده برای 
تمایز سهره‌های همر نک ار اندیس استفاده کنيم ؛ فضای نمو ن4 جر به پر ابر خو اهد شد با . 


[ م1 : بسا ی بط ب م6 تا 6 وق ۰ 8۲ ۰ 8۲ ۰ 8۲ ۱ 8۱ )د 5 


هم‌چنین ا این آن ده مور ه بیرون آمده قرمز و 8 بیشامد آن که مهره سید 


نامه و داريم ۰ 


۶ 0۲ ۰ ۱ 6 9-۱ : م8 ۰ 8 ۰ 8۳ ۰ ۰۲ 8 )عد کر 


در آینها - ظ۱] ۸ یعنی ۰ و 1 ناساز کار عستند » پس میي تودسمم : 


(ظ)۲ + ره) ۲ ع را ل ۳)۸ 
۲ 
(8)6 (8/8 ۲ 
۸ ۳ ۵ 
۱۱ ۲ ۱ 


مثاي ۷ - عددی به طور تسادنی از فضای نمونه‌ای : 


[ .۰۳۰ ۱۰۲ص 5 


آ اب می‌ننود » هر گاه احتمال عضوها مساوی باشند : احتمال آن که عدد انتخاب شده کمتر از 


تور ۵ ۱ ۳ ۳ ۲ ۴ ۱ 
حل ۰ عر تاه پیشامدهای « عدد انتخاب شده کو چکتر از ۲" است » و « عدد انتخاب شده 


مره. است » ر" به ترتیپ با ۵ و لا نمایش دهیم : خو اهيم داشت - 


[ ۵۰۷۰ ۳۲ ۱۰ )9 ۰۳۰ ۷ ۰ )بت ظ 


در این صررت پیشامد مطلوب یعنی « عدد انت‌غاب شده کمتر از ۴ یا فرد باشن » بر ابر 


[ ۱۰۲۰۳۱۱۱۰۳۰۵۰۷۰4 )-8لا۸ 
۲ ۹ ۱۰۷۲۰۳۰۵۷۰ )عد 
[ ۲۱۲۱۰:۳۰۵۰ ۲۱8-۱۰۲۰۳ ۸ 


ود( ۳ ۱۰ ات 


2 0 2۸ - (9) ۳ (ه)۳ ع- رق ز| ۸)ظ 

(ظ۸۲۱) ۷ (۳) ۳ (۸۵) 1 
۰۵ ۲ )ده 
۲ ۵ 


۲ ۳ 
۳ ی 


مستقل بودن د9 پیسامد 
مثال ۱ - يك سکه دوبار انداخته می‌شود 4 احتمال این که سکه در هردوبار شیر بیاید 


چیست ؟ 

تجربة دوبار انداختن يك سکه نظیر تجربه دوسکه باهم انداختن است ؛ لذا فضای نمونه 
در این تجربه برابر می‌شود با :ٍ ۱ 

((1:۲) ۰ (۳۱/۲(۰)۲۰۳) ۰ (۳۲۰۲۷)) ع< 5 

هر گاه ۵ و 3 به‌ترتیب پیشامدهای « شیر آمدن درپر تب اول » و « شیر آمدن درپر تاب 
دوم » باشند » داریم : ۱ 
(ربز) )9 ۱ ((۲ )۰( ۸ 
در نتیجه » پیشامد « سکه در پرتاب اول شیر » و ؛ در پرتاب دوم نیزشیر » بیاید برابر 


است با : 


۸۲۱۲ ۲13( 


و احتمال آن برابر می‌شود با : 


58 1 
۳ نت (ظ (۲ ۲)۸ 


از طرفی احتمال شیر آمدن سکه در هر کدام از پرتابها برابر پ است 4 پس می‌تو ان 


و یچ 
لورت هر 


۲)۸ ۲۱ 9( 


۱ < (۲)۸ << 
به عبارت دیگر » برای این مثال داریم ۰ 
۱ (ظ)۳ . (۳)۸-(ظ 6 ۳۸ 
آیا اين تساوی هی درست است ؟ برای پاسخ به مثال زیر توجه کنید : 
مثال ۴ - دوتاس را با هم یکبار پرتاب می‌کنبم . هر گاه پیشامد ۵ عبارت از ظاهرشدن 
عدد ۱ روی تاس اول وپیشامد 1 آمدن مجموع دو تاس برابر ۳ باشد داریم ؛ 


((۱,۶) , (۱:۵) و (۱:۴) و (۱:۳) و (۱:۲) و  ))۱,۱(‏ ط 


را 


((۲:۱) و (۱,۲))- 3 
و ((۱,۲)) ت۲۱ ۵ 
با توحه به‌اینکه نضای نمونه‌ای دارای ۳۶ عضواست احتمال پیشامدهای بالا پرایر است با ؛ 


۱ 
۶ ۳۶ (2)5 ۹ 
دسا( بت (9)م 


لا فان هی 
۱۸ 0 (۱)5 ات 


بنا بر این : () .۰ (۱۳۲(3-۳)۸۵] ۳6۸ 
چرا در مثال اول ۰ (۳)8 . (۳)۸-< (۱8) ۳)۸ ولی در مثال دوم ۲ 
(۲)8 . (2-۴)۸۵(ظ۳)۸۲۱ . ؟ 
جواب این است که درمثال اول شیر آمدن سکه دوم به‌هیچ وجه بستگی به‌شیر آمدن سک 
اول ندارد ؛ به عبارت دیگر» پیشامد اول روی پیشامد دوم تأثیر نمی گذارد؛ چنین پیشامدهایی 
را مستقل می‌خوانند . 
تعریف - دور پیشامد ۸ و8 مستقل خوانده می‌شود اگر و فقط اگر داشته باشیم : 
(۴8 . (۴)۸--(۳۸08 
در غیر این صورت » ده پیشاعد ۸ و 3 دا غیر مستقل می نامند . ۱ ۱ 
درمثال دوم پیشامدهای ۸ و 3 مستقل نیستند. یعنی پیشامد اول روی پیشامد دوم تأثیر 
می‌ گذارد . برای اینکه مفهوم دوپیشامد مستتل را بهتر درل کنید به دومثال زیر توجه کنیده 
منال ۳ ذر دو دستسگاه 


درمی آید مطلوب است احتمال ۳ ح 

آن که عتر به‌اول وعقر بهدوم هردو 

و مت اف مت نو قف گنت : مد > ِ 
اول. 


حل : پیشامدهای « توفف 
ای ارم در قسمت قرمز » را به ترتیب با ۸ و ظ 
ی نا , در زیر فضای نمونه‌ای هم ها 1 ۳ نمایش داده شده است : 
9و ز ۵ هو ۵و هو وو اش 
۵ وه وه وو اعظا 


۹۵ 


ه‌ِ 1۵ 6 


عفر 4 اول 1) 0 5 8 


تا از هم می با شند » به این معنا که توف عفر به اول درناحية 
قرمز تأثیری روی توقف عقربة دوم در ناحیة قرمز ندارد ؛ بنابراین داریم : 
۲۳۱ . (۳)۸ --(ظ ۸۵(۱< 


۱ ۴ ۶ 
۳ ۳ ۱ .3 سسس وسرنوو مسرت ۳۳۳ 


از روی شکل نیز دیده می‌نشودکه ۱ 88 ۲ ۸۲۱8 » یعنی پیشامد ۸۲۱8 دارای يك 
ی موی 2 تال 21 برابر سس است ‏ 

مثال ۲۷ - دو تاس ياهم ريخته می‌شود ؛ هرگاه ۸ و 8 به ترتیب پیشامدهای « آمدن 
اقلاايك ۲ » و « آمدن مجموع دو تاس و » باشند: نمودارمختصاتی فضای‌نمو نه ای وپیشامدهای 
۸ و 8 را رسمکرده » نشان دهید که ۸ و 8 مستقل نیستند. ۱ 

حل :درشکل صفحه‌بعد »نمودار مختصاتی فضای نمونه‌ای و پیشامدهای ۵ و 3 نشان‌داده 


۳1 
مت 


تیلم ۵ است . در اینحا فضای نمونه‌ای دارای ۶ ۳ عجبو زو ده ما هد ها ی ‌ و 1 پر ابر ند با ۱ 
ژ (۵(۰)۲۰۶(۰)۱۰۲(۰)۳۰۲(۳۰)۴۰۲(۰)۵۰۲(۰)۶۰۲ ۲:۱(۰)۲۰۱۲(۰)۲۱۳(۰)۲۰۱۴(۰)۲۰)) ده 
[ (۰۰)۳۰۱ (۳۰۲) ۰ (۲۰۳) ۰ (۱۰۴) حب- 
در تیه ۰ 
ز (۳۰۲) ۲:۳(۰) 1< ۱8) ۸ 
۱ (۸) ظ 


۵(  )8( ۳ ۶ 


2 (1) ۳ 
۲ (۸۲۱8) 
۸ 7 ۳۶ ۳ 26 -(ظ۲۵۲۱ 
در اینجا دیده می‌شود که : سود و سل -(8() )۳ 
11 (۳۵۵ . (۶)۸ عد ((]۳)۸ 
لد! ۸ و 3 مستقل نیستند . ۱ 
تمر ین 


۱- در دستگاه رو به رو » عتربه را به حرکت در ۰ 
می‌آوریم » مطلوب است : 

الفب - احتمال که ور ای شروش 
شود ( منظور از قسمت ۴ قسمتی است که با عدد ۴ مشخص 


شده است ) . 


ب - احتمال آن که عفر به در قسمتهایی که با عدد زوج يا باعدد اول مشخص شده‌اند 

نو قف کند , 
۲- حروف الفبای‌فارسی‌را به‌ترنیب روی ۳۲ کارت نوشته پس ازمخلوط کردن کارتها يك ‏ 
کارت را به طور قرعه برمی‌داريم؛ مطلوب است : الف - احتمال‌آن که روی کارت بیرون‌آمده 
حرف و الف » يا « ب » باشد . ب - احتمالآن که روی کارت بیرون آمده یکی از حروف 


اسامی رضا پا حمید باشد . ج - احتمال آن‌که روی کارت بیرون آمده هیچ يك از حروف کلم ۱ 
« شکست » نباشد . ۱ 

۳ دو تاس پاهم ربخته می‌شوند / مطلوب‌است ۰ الف - احتمال آن که مجموع اعدادی 
که از دو تاس رو می‌شود ۵ یا ۶ باشد , ب - احتمال آن که مجموع اعدادی که از دو تاس 
رو می‌شود ۷ يا ۱۱ باشد . د - احتمال آن‌که مجموع اعدادی که از دو تاس می‌آید نه ۵ 
باشد و نه ۶ . ۱ ۱ ۱ 

مب يك‌کیسه محتوی ۷ مهرهٌ قرمز ۰ ۴ مهر؛ سنید ؛ و مهرهٌ آبی و ۴ مهرهٌ سباه است, 
پك مهره به طور تعادفی از داخل کیسه ببرون می‌آوريم ؛ مطلوب است" الف - احتمال آن که 
این مهره قرمز یاآبی باشد . ب - احتمال آن‌که اين مهره نه قرمز باشد ونه‌آبی . 

۵ - اعداد يك تا ۵ را روی ۱۵ کارت مختلف نوشته پس از مخلوط کردن‌کارتها » سه 
کارت را به‌طور قرعه برمی‌داريم ؛ مطلوب است : الف - احتمال آن‌که عدد روی هريك ازاین 
سه کارت مضرب ۳ يا اول باشد . ب ‏ احتمال آن‌که عدد روی هريك از سه کارت مضرب ۲ 
يا مضرب ۵ باشد . ۱ 

دردودستگاه‌رو به‌رو» 
عقربه‌ها را پاهم به حر کت در 
می‌آوریسم ؛ مطلوب است : 
الف - احتمال آن که عقربه 


اول و عقربه دوم در قسمت ۳ 


متوقف شود . ب - احتمال آن 
- که عقر به‌های اول و دوم درقسمتهایی که بااعداد روج مشخص شده‌اند متوقف شوند , 

۷- دريك تجربه باسکه » الف - يك سکه دو مرتبه انداخته می‌شود ؛ اختمال آن که سکه 
درهردومرتبه خط بیایدچیست ؟ ب - يك سکه سه مرتبه انداخته می‌شود ؛ احتمال آن که سکه در 
هرسه مرتبه خط بیاید چیست ؟ ج - يك سکه 8 مرتبه انداخته می‌شود؛ احتمال آن که سکه در 
هر 8 مرتبه خط بیاید چیست ؟ 

وس , یله صندوق محتوی 2 عدد ساعت مچی است؛ چهار عدد از این ساعتها درحالی . 
که هیچ نوع علانم ظاهری ندار ند خراب می‌باشند ؛ شخصی ازاین صندوق ۴ ساعت را به‌طور 
تصادفی بیرون می‌آورد ؛ مطلوب است احتمال آن‌که هرچهار ساعت خراب باشند. 

۳۲ کارت متشکل از ۴ رنگ به طور مساوی در دست است ؛ ه کارت را ازمیان 
۲ کارت به طورتصادفی بیرون می کشیم ؛مطلوب است احتمال آن که هر کارت همر نگ باشند , 

۱ ۶ دو سکه و يك تاس باهم زيخته می‌شوند ؛ مطلوب است احتمال آن‌که هردو سکه 


۹۸ 


شیر و ناس عدد ن بیاید . 
۱ يك کیسه محتوی ۳ مهره قرمز و ۵ مهره سبز و کیسة دیکرشامل ۶ مهرهٌ قرمز و 
۲ مهر؛ٌ سبز است؛ ازهر کیسه به طور تصادفی يك مهره بیرون می‌آوریم ؛ مطلوب است‌احتمال 
آن که هردو مهره همرنگ باشند , ۱ 
۲- يك تاس سفید و يك تاس سبز ربخته می‌شود ؛ فرض‌کنید ۸ پیشاسد آن باشد که 
مجموع . اعداد تاسها که می‌آید ب و 8 پیشامد آن باشد که مجموع آنها ۵ و ) پيشامد 
آن که تاس سبز ۴ بیاید: الف - آیا ۸ و ) مستقل ازهم هستند؟ ب ‏ آیا 8 و ) مستقل‌ازهم 


٩ هستند‎ 


1۹ 


سل 4 


! مار 


اقا رت ۱ 
یر مر 


9 این سو ال صر فا حنبه تنحکوی دارد , اما ثر ده 


ما کب 


بیشتر توحه شود » حنه‌های دیخر ان‌نیز 


روشن می گردد . درآموزشگاه دانش‌آموزان چپ دست بامشکلات خاصی مواجه ستند . فرص 


هنن دانش‌آموزان در کلاس درس از صندلیهای دسته‌دار ۱ دستذه ند یا تر طرش واست 


فرض می‌شود ) استفاده کنند ه با در امتجانات رون چنین صتدلیهایی شستند 4 دز ین سورت 


وس یر 
3 


‌ ۶ ۰ ۳ ۳1 ۵ ۴ 3 وی ۴ ۰ ف 
دعجیه محل نو سین معا ۹ دستی ان انب 4 نو پسنطد گر ار دی برد : و این ۵ جع بر ای حمجن 
ت_- 


دانشآموزانی ناراحت کننده است. مسئلة دیگر برای این دانش‌آموزان مسئله نور است . برای 
کسانی که بادست راست می نویسند نور باید از طرف چپ تابیده شود درصورتی کد وضع برای 
دانتش آموزال چپ دست برعکس است . لذا ؛: رنیس آموزشگاه یا مسئولان مر بوط باید در موقع 
خرید این نوع صندلیها و انند حذس پزنند که چند درصد ازدانش‌آموزان ممکن است چپ‌دست 


۹ 5 5 1 ِ ق 5 ۳5 : س ی 
به جه طر دق مي تو ال ۵ لد ۵ نس : مان چس باست مر نه, ال ۳ ۱3 


ف 
یی 


باشند 


ِ 


در صنعت و تجارت نبز با سة الاتی ار قبیل « شماره کفش مردال بیشنتر بین جه نمره‌هایی 
قر ار دارد ؟ » مواحد مي‌شویم , دربرخورد ول این سفال دز فدری عحیس به:ظر مي آبد ۲ 
ولی از نقطه نظر تجارت » يك کارخانه کنش سازی باید بداند چه شماره‌ای بیشتر مصری دارد 
۱۳ 3 ات , سیر ۳ 
تاان شماره ر لمسمتر ولیک وی شدجعصین, باید به در صد لفر یی ار ادی نه پاهای یت بزر ف 
تسا حك دا ند د فا کل نا دنه اد ده صن ده لرل 2« دسا تن ف 0( جک ۱ 
0 ۰ ‌ ه ژ‌ سر ۳۳ . هت 9 : سا ۳ بر ر ی ۰ 9 1 ی ۳ 
رن نماید . به جه طربق می تم آن 9 نعیین کر د ی 
۲ ۴ مس مر تیش 

از نرطه نظر مشیر یت > مدیر يك کار خا ناه ( مثلا کار خانه بو در ز حشمو بی ۱ يا بلس ند اند 


که جند در لد از خاأ نو اده‌ها محصول نار خانه او را عبر ثی م‌ کنید 3 اّ فالخ و ابحد نو لیدی ره 


‌ 


ن و احد تو لیدی بهتر 


طور مداوم ازنظر مردم درمورد محصول, شود اطلاع داشته اند مسلم 


مي‌تو اند در باز ار تال با فی تسادا. ر 1 دك محهیی ا ژض بای ۳ یه اجسیاس و مر دم از 


3 ۰ ۴۰ ۳ 7 ۵ وه ۱ + ۰ ۰ ۳ .۱ ۰ 
محصول ار خانه او (مثلا پودر رختشویی) خسه تشد ان ی و یی 
1 ۰ 

۹ 4 5 ۳۹ اک ۲ 2 0 ۳ 
نام علو 2 ي‌اید او مر 2 تداع هر نام میم ۱ مه 


۵ و ۱ 


جدیدی همراه با تبلیغات مجددا بر ای محصول کار خانه خود مشتری به‌دست آوزد.به چه طریق 
مي‌توان از نظر مردم یا خانواده‌ها درمورد محصول يك کار نازه اطلاع به‌دست آورد؟ آیاعملی 
است که از همه سردم در اين مورد سوّال نه‌عمل آید ؟ 

عطم آمار می‌تواند به سر الات بالا پاسخ دهد . بطور کنی می‌توان تفت که آمارعنه وم امن 
که با جمع آوری » سار مان‌بندی « دجزیه وتحلیل اطلاعات سرو در دارد . 


اطلاعات آماری 9 سازمان‌بندی آنی 

پس از بر گزاری يك امتحان نمرات ریاضی ۲۱ نفر دانشآموزان يك کلاس یه صورت‌زیر 
نعییین شده است ِ 
۱٩ ۱۴ » ۱۲ » ۱۵ ۰ ۱۸ ۴ ۹‏ ۰۱۸۰۱۸۰ ۱۶ ۰۷ ۱۲ ۱۲ ۱ هو ۵ ۲ 
۱ ۶ ۰ ۰۱۵ ۸ 

این دسته از اعداد که دراینجا با انجام يك آزمانثر به دست‌آمده است به نام داده‌هاق 
آماری ( اطلاعات آماای ارقام آمادی ) خوانده می‌شود . روشن است که این نمره‌ها 
جه‌صورتی که‌نوشته شده‌اند مطالب زیادی راجع به‌وضم دانش!مرز ای دراین ۱ 
برای بحث پیشتر این عددها را بد ترتیب صعودی مرتب مي کنی, : 


۶ ۱۶ ۰ ۱۶ ۱8۵ ۱۵ ۲۴ ۷۲ ۳۲ 4 ۱۲ ۱۴ 4 ۱ص و رو 
و و را 
حال ار روی این داده‌های مرتب شده یا سارمان داده شده مطالب زیر رافیرری می‌توان 

بیان کرد ۰ 


- کمترین نمره و و بیشترین انمره ۱4 است 

- اختلاف کمترین وبیشترین نمره بعتی «ع- ٩۹‏ » برایر ۱۳ است 

نمرءه ۱۴ درمیان نمرات واقع شده است + یعنی ۰ ۱ نفر از ۱۴ بیشتر وه نفر از عه 
کمتر گرفته‌اند . 

- نمره ۲ درانن نمرات بیشتر ازهمه تکرارشده است. 

اعمالی که ما دراینها انجام دادیم یعنی. 

- جمم‌آوری اطلاعات ۱ 

- سازمان‌بندی ونمایش اطلاعات 

توت :از اطلاعات 
مقدمات علم آماربوده ب‌نام آهار توصیفی خوانده می‌شود . دراین بخش به ترتیب‌این مطالب 
را مورد مطالعه قر از خواهیم داد . 


حمعآوری اطلاعات _ داده‌های آماری یا به طریق آزمایش وتجزبه یا به‌طریق مراجعه 
به‌آرای عمومی به دست می‌آید , دراین صورت باید عمل تجر به ویاننظیم وتوزیع‌پرسش‌نامه‌ها ۱ 
با کمال دقت انجام گیرد . گاهی اوقات از تجارب دیگران 4خاتتفاش آعازی ها نها قیار تقدرست 
آورده‌اند استفاده می کنیم . دراین صورت باید در صحت ودرستی آنها اطمینان داشته باشیم . 

سازمان دادن کیفی ( چونی ) داده‌ها - دیدید که چگونه نمره‌های ریاضی به دست آمده 
از يك کلاس بعنی داده‌های آماری را مرتب كرديم تابه‌کمك آنها بهتربتوانيم راجسع به قوه 
ریاضی آن کلاس بحث کنیم , غخالب اوقات بر ای آن که تصور فوری و روشنی ازاطلاعات آماری 
ره دست آوریم ؛ آنها را با كمك نموداد نمایش می‌دهوم . ۱ 

مثال - مدیر يك مدرسه می خو اهد برای بوفه دبیرستان دستور تهیه بستنی بدهد . بر ای 
این که بستنی از يك نوع زیاد وار نوع دیگر کم نیاید » قبلا بین دانش‌آموزان اوراق زیر را 
که به نام پرمش‌نامه خوانده می‌شود توزیع می کند : ۱ 
لطفا درمتا بل بستنی‌مورد 439۸۶ خو دعلامت ۶« بر دید . 


ات پسست‌ی پاستو ریزه 


۷- بستنی شکلاتی لیوانی 
بسعخی مجوه 
وب بستی جوی 


پس از جمع آوری پرسش‌نامه‌ها و خواندن نظریات اطلاعات زیر به دست آمده است : 


۱- بستنی پاستوریزه لیوانی ۶۰ 
۲- بستنی شکلانی موانی ۸۰ 
۷ بستنی خامه‌داز ۱ 
۴ب بسثمی مجوه ۱۳ 
۵- بستتعی چوبی س 


نموداری به صورت زیر این اطلاعات را تعداد دا نش آموزان 


رف طور رو شنی نشان می‌دهد : 


1۰۳ 


در صفحات بعد قوائین دقیق رسم این نمودار راکه به‌نام نمودار ستونی خوانده می‌شودء 
توضیح خواهيم داد . 

نمودار دایره‌ای - این نمودار ازيك طرف برای نشان دادن رابطٌ قسمتها بایکدیگر و 
از طرف دیگر رابطة قسمتها با همه اطلاعات آماری به‌کار برده می‌شود . برای رسم تمودار 
دایره‌ای ابتدا جدولی تشکیل می‌دهیم که دارای دوخاصیت زیر باشد ۰ 

الف - مفروضات را به طور روشن نشان دهد , ۱ 

ب - نسبت پا درصد هرقسمت را با کل اطلاعات مشخص سازد . 

پس از تشکیل جدول نمودارآن را به‌طریی تقسیم يك دایره به‌قطاعهایی متناسب‌باکسرها 
ویا درصدها رسم می‌کنیم . ۱ 
مثال - کارمندی پس از دریافت حفوق ماهانه آن را به‌ترتیب زیر به‌مصرف می‌رسانده 


اد مور و ی 0 
اچاره : حقوق ؛ غدا: > حقوق ؛ لباس : -بحقوق ؛ متفوقه : ج- حقوق؛ پس‌انداز: 


ء , 
حقوق , این اطلاعات را با استفاده از نمودار دایره‌ای نشان دهید . 
حل : ابتدا باید توجه کرد که مجموع کسرها برابر يك باشد : 


ده ما مرف ار ۳۳ 
۴ ۸ 


۱ ۰۱ ۱ 
مر هر و3 7-6 


حال بااستفاده از خواص نسبتهاو آنچه راجم به‌زوایای مر کزی خوانده‌اید» وباکمك‌نقاله 
يك دایره را به‌ قسمی به قطاعهایی تفسیم می‌کنيم که هرقطاع نمایش یکی از کسرهای فوق باشد, 
در زیر زوایای مر کزی متناظر باکسرهای فوق محاسبه شده است ۰ 


۱ - 
۰ ۱ ۱ ۱ 
اجازه : ۱ 
۰ ۱ ۳ ۰ ۱ ۱ ۲ 
غدا ۰ 4 حت پیز وت ۰ ۳8۵ ح- ۴6۷ تست ستد مج 
۴ ۳۶۰ 
۳ ۰ 0 2 
متشر فده ۰ 0 و ح ۲ چسته و وس ماع جست ‏ بر ۲ 
۶ ۳۶۰ 
وه 0 9 2 
لباس یا پس‌انداز ‏ ۴۵ بت ۲ ه وم بلار چب 1 ۲ 
۱ ۸ ۳۰ 


و۳ 


9۳ و نمودار دایره‌ای به صورت زیر خواها. بود : 


۱ 
۱ 
۱ 
۱ 


۴۵ 


نمودار تصویری - طریق دیگر برای نمایش ارقام آماری استفاده از تصویر خود شیء 
است ‏ بدین ترتیب که تصویر شیء را عیناً یا به عنوان ثماينده تعدادی از اشیا نمایش دهیم . 
دز 0 تعد آد غایبین کلاس يك مدرسه دز روزهای هفته اول آذرماه نمایش داده نله ات 


ه. تصو یر نمایتده يك دانش آموز است . 


دور ششسه 


۳ 


درریرمحصولات يك کارخانة ائومبیل سازی را در چند سال متوالی نشان داده شده‌است. 


هر تصویر اتومبیل نمایندهٌ ۱۰:۰۰ اتومبیل است - 
چیه جتي 
تمه محعی 
جسعه حجتي 


۶ مه 
۷ سح 
۸ نخه 
۹ سح 
۰ و 
۱ سگه 
۲ حخه 


مربن 


ی 
تج 
ی 
0 
ی 
حس ی 


۱- در اندازه دیری قد اعضای تیم فو نیال يك دپیرستان اعداد زير در حسب ساننیت. ود 


]ون است ۰ 


۸۵ ۰۱۸۱ ۰ ۱۳۹ ۰۱۵۵ ۰ ۴ ۴ ۱۵۷ ۰۱۴۹ ۰ ۰ ۱۵۵ ۶۴ ۵۶ 


الفی مب صبق آنچه راحم بفه نمرة زیاضی دان نش آمسه و ان يك ۸5<س دیدید »> این د ادص ار 


سازمان بدهید 


۵ ۰ ه8 ۱۶۶ ۰ 8۶۷ ؟ 


۱۵ ۰ ۱۶۲ ۰ ۴ 


ب ‏ ندد میائی این داده‌عا را مشخص سازید . 


۲- دريك امتحان قوه که ا! 


ملد ۵ اشیت 3 


ِ 3 ی . 2 0 ۰ 3 3۳ + 
بسیار خوب : ب نفر 3 وس رز ٩۲‏ بر ؟ ترا سد. رات تا ( اس 4 متوسع ۰ب 


صعیص : ۴ نفر . این داده‌ها ر؛ با استشاده از تمر دا 


ف 
!۱ 


ی 


و ؟ ۰ ۲ ۹۰ 0 ۷ / 2 
جِ تاشی ر دن با یکتان این دیجم 15 نعیبی کنید ۲ 


۱9 1 ی ۰ 
۵ بو ون ی ش‌امو زان بیج عمل [ مش رنه زر جر حاصل 


۳ کارمندی حفورقی ماها ند و د ۳ ۱ ۹ ۳ ی زیر ی 2 5 


اجاره : ۳۵ : نذا . و سر : 
دایرهاي این اه 


چ 


: 5 
۳ كِ حیحیننی توا ۳ 


ال اون . 


نمتب و ت 1 ای ۹ 5 ۰ 2 4 ۳ 
وه سر ۴۸۱۵ پس‌اند ار ۰ ۵ 


۴- ۶ فر از امزدهای انتخاب انجمن شهر يك ۵ هرستان به ترتیپ زیر درصد 


اه ی 
۳۳ 


از "وا 


۱ ۰۵ 


را به دست آورده‌اند ۰ 
رضا ۰ 7۳۰ ؛ فرزاد ۰ 2۲۰ ؛ حسین : ۵ وی : فرهاد : ۱۰ ؛ عبداله : ۱۲ فرید : 
۳ ,. نمودار دایره‌ای اين داده‌ها را رسم کنید . ۱ 
مأمور اتاق دفتر يك دبیرستال در يك روز تعداد دانش آموزانی را که در ساعتهای 
مختلف روز به دفتر مراجعه می‌کنند به صورت زیر گزارش داده است : ۱ 


پرعب عوبتوا ۱۴-۱۵ ۱۱-۱۲ ۱۵-۱۱ ۸٩ ٩۹۱‏ ساعات 


سس سس سس سس سس سس سس سس 


ِ ۱۰ ۱۳ ۱۴ ۱۴ ۲ ۶ دانش‌آموزان 


نمودار ستونی این داده‌ها وا رسم کنید . 
۶ يك افسر پلیس تصد اد ماشينهایی را که در ساعتهای مختلف يك روز دزیکی از 
خیابانهای تهر ان تخلف کر ده‌اند به صو رت زير یادداشت کرده است * 


۵-۶ ۱ ۱۴۵ ۱۳۱۴ ۱۲-۱۳ ۱۱-۱۲ ات۱ ۹-۱۵ ساعات 


سس سس تسس پیت 


۱٩ ۹ ۷‏ رک ۷ ء | تعداد ماشینها 
۱ 


نمو داز ستئونی این داده‌ها را رسم کنید : 


سازمان دادن کمی ( چندی ) اطلاعات 
اطلاعات آماری که با مر اجعه به آرای عمومی يا از تجربه یا ازطریق دیگر به دست 
می‌آید » مجموعه‌ای از اعداد نامر تب هستند که قبل از استفادٌ علمی از آنها لازم است مرتب 
و خلامه شوند . همان طور که درشروع بخش دیدید » اولین قدم برای استخراج مطالب لازم 
از اين اطلاعات مرتب کردن‌آنها به طور صعودی است . يك روش مفیدتر عبارت است اژ : 
حلاجه‌ کرد اطللاعات وتشکیل جدولی به نام جدول فراوا نی با توزیع ۱ -- بخ ) دادهها , 
* پدی ترقیپ که مجموعة * دادهها ۱ به تعدادی رده ۱۷ ح- - طبقه ) خد تقسیم‌کرده ۰ سپس عضو هاق هررده 
" شمرده تعییی کنيم که درهررده چند عضو وجود داد . ۹ 
با کمك این جدول که جزئیات آن با مثال در زیر توضیح داده شده است» می‌تو ان با 
ویژگیهای داده‌های‌آماری را فوری وه آسانی تشخیص داد . 
مثال - دريك تجر به آماری که شامل اندازه گیری بوده مشاهدات زیر برحسب سانتیمتر 
به دست‌آمده است : ( اعداد تا کمتر از يك سانتیمتر گرد شده‌اند ) 
بو ۳۰ ۲۶ ۲۷۷۰ ۰ ۰۲۲ ۲۲ ۰۲۵۰ ۱۷ ۰ ۲۵ ۰ ۱۵ ۲۷۰ ۰ ۱۸ 
۴ ۱ ۲۱ ۰ ۰۱۹ ۲۴ ۰ ۲۱ ۰۲۳۰۲ ۲۷ ۲ ۱۳ » ۲۳ 


۱۰۶ 


جدول فر اوانی این داده‌ها را تدظیم کنید . ۱ 

حل ۰ - ابتدا این داده‌ها را رده‌بندی می‌کنسم , رده‌بندی داده‌ها تا دود زیادی ‏ 
ختیاری است و تعداد آنها برحسب زیادی کت داده‌های آماری تغییر می کند » به عبارت 
دیگر»هرچه داده‌های آماری زیادتر باشد ء تعداد رده‌ها زیادتر خواهدبود ؛ هر چه‌قدر تعداد رده‌ها 
کم باشد محاسبات سبکتر شده ولی کیفیت نتایج کاهش مییابد واگر تعداد رده‌ها زیاد باشد 
محامبات سنگین و دقت نتایج افزایش پیدا می‌کند و برای تعدیل معمولا" تعداد رده‌ها را بین 
۵ تا ۲۰ انتخاب می‌کنند ؛ در اين مثال ما تعداد رده‌ها را و می‌گیریم . 

۲- پس از تعیین تعداد رده‌ها فاصله‌های آنها یا عرض هررده را تعیین می‌کنيم . در مثال 
فوق مشاهده می‌شود که کمترین عدد ۱و و بزرکترین آنها ۰ است لذا مجموع عرضهای رده‌ها 
باید فاص ( ۴۰-۱۱ ) یعنی ۱٩‏ را دربر گیرد ٩‏ را دامنه تغیبرات می‌گویند و با 8 نشان ‏ 
می‌دهند » چون ی رده انتخاب کرده‌ايم عرض هر رده ( یافاصله هر رده ) پر ابر است با 

ما۱۹ ۱ 
۵ 


۵ 
( باید توحه داشت که اعداد بالا با کمتر از يك کرد شده‌اند. لذ! درصورت کسر 24 
منظور شده است در صورتیکه اعداد کمتراز ۰ پا وه گرد شده باشند بایستی به‌حای عدد ۱ 
درصورت کسر به‌تر تیب اعداد ۰ یا »۰ ۱ قرار داد .) 
۳- حدود رده‌ها و کرانه رده‌ها . 


عرض هر رده 


رده‌ها را به‌ترتیب زیر تعیین می‌نماييم . 
۰ ب ۲۷ و ۷۶ تب - ۲۳ و ۲۲ ۱ و ۱۸ ۱۵و ۱۴ ۱۱ 
ا وی هر را شمرده و درجدول زير قرار می‌دهيم , تعداد شمارش‌های هر 
رده را فراوانی مطلق آن رده می‌گویند  .‏ 


۱۰۷ 


در رده اول اندازه‌مای بو و ۲+ و ۳ و ۴ منظور شدهء‌است که ۱۱ را حدپانین و 
۶ , را حد بالای آن گویند و در رده دوم اندازه‌های ۱۵ و ۱۶ و ۱۷ و هو به حساپ آمده 
است که ٩۵‏ را حد پائین و بر زا حد بالای این رده می‌گویند : همچنین حد پائین وبالای رده 
پنجم به تر نیپ ۲۷ و ۳۰ می‌باشد . 
برای تعیین کرانه پائین و کرانه بالای هر رده به‌طریقه زیر عس می کنیم , 
۳9 حد پائین رده دوم -ٍ حد بالای رده اول ای زو ول 


خ سر سب ۳ ی ۳ 75600۳0۳ یعس 
۱۳/۵ ۳ 
ورس ان هموح لیر را بالای زده دوم 
۳۲ ۱ 


باید تو حه داشت که کرانه بالای رده اول با کر انه پانین زر ده درم مساویست ونیز کرانه 
یا لای رده دوم با کرانه پائین رده سوم یکی است » به این تر تیپ کرانه پائین رده دوم ۱۴۸۵و 
کرانه بالایآن ۵ ۸۸ می‌باشد . باتوحه به مطالب فوق وت پائین و با ای هررده ازحدول 


با را نعیین رده و در حدول زیر فر ار می‌دهیم . 


| تراوانیمطلق ی ۱ 
۱ را رالد رده‌ها .ار حدودردها 
و ز دش ۱ ۱ 1 
5 ۱ ۱ 
۳ ۱۴۲۵ سس 96 | ی 3 
۵ | درمد لاس۵ 
۵ | ۵ ۲۲س ره ۱-۷۲۲ 
۶ ۲۶,۵ - وم ۷۲۲ ۱ ۷۶ ۲۳ 
۱ 
۳ | هس وروت | و۳ ۲۷ 
۱ ٍِِ 
۳۳ ۱ _» 
4 همم 


کرانه پائین و بالای هر رده را حدود ماقعی آن رده بی‌ گویند . 
چون کرانة بالای هر رده با ثرانه پاین رده بعمدی مساوی است ؛ مثلا کرانه بالای 


,.دء اول با کر انه پانین رده دوم هر دو خن ۱۴۸ می باشد , پاید روتن دنیم هن ۱۴ در کدام‌يك 
از رده‌هة منظور می‌شود » قرار براین است که مش در رده "وب یعنی رده ۱۴۵ - ۱۹/۵ 
اعذادی که از 92 بزر گتر 9« با آن می داشه و لو جکتر از ۱۴۸۵ هستنند منظور شود 
و ار رده دوم یعتی زده 2-۸۸۵ ,۲ اعدادی ته از ۱,۵ بزرگتر يا مساوی با آن‌می‌باشد 
و کوچکتر از عدد و می‌باشند به حساب ب آیند زر بهمین ترتیب در رده پنجسم یعنی رده 
۳۰۵ - ۷۶6 عددهائی که از عدد ,۶+ بزر گنر و يا مساوی آن بوده و کوچکتراز ۳۰/۵ 


[۸ 


باشندمتظور گردند : به عبارت دیگر مثلا" در رده اول عدد ۱۳/۵ منظور نمی‌شود و در رده 


دوم به حساپ می‌آید وهمچنین عدد و, ۲۶ در رده چهارم به حساب نمی‌آید و در رده پنجم 
منظور می‌ شود , ۱ 


نمودار ستونی جدول فراوانی 
اگرچه جدول توزیع فراوانی در ارائة بعضی از ویهگیهای داده‌های آماری مفید است 
ولی‌گاهی اوقات نمایش تصویری همان داده‌ها ؛ خواص مورد نظر را روشن‌تر و سریم‌ترنشان 
می‌دهد , برای رسم نمودار ستونی حدول فراوانی داده‌ها آماری به‌ترتیب ژیرعمل می‌کنیم ؛ 
الف - در صفحهٌ مختصات و دوي محور افقی با انتخاب داحد مناسب و توجه به عسرضی 
رد۱۱ فواصل رد‌ها دا متوالبا نقل هي‌کليم ۱ ۱ ۱ ۱ 
۱ ب - (وق مهوز عمودی فرادانی هرزده (۱ نقل مي‌کنيم ۰ 
ج - دوي فاصل؛ هررده ۱ عرضی هرزده ) مستحلیلی که ارقفا عآد متدامیپ با فراوانیان دده 
در زیر نمودار ستوئی جدول فراوانی فوق رسم شده است . 


فراودانی ۱ 


نمایندغ رده - گاهی اوقات هررده بايك نماینده ( عدد یانقطه ) مشخص می‌شود . این 
نماینده نقطة وسط يا اندازهٌ وسط هرفاصله انتخاب شده درنمودارآن را با خرف « ن.» مشخص 


می‌سازيم اندازه نماینده یات زده پر ابر است پا نصفب تاسسوم ای کر انه‌های با لا و پایین آن زده پا 


۱- باید توجه داشت که عرض رده‌ها ممکن‌است مساوی گرفته نشوند ولی مساوی گرفتن آنبا کار 
را ساده‌ثر می کند 5 ۱ 


۱۰۹ 


نصف مجموع مرزهای آن رده , در مثال بالا نماینده رد اول پراپر است با : 


۴۵ دور بو 
۲ ۲ 


فر او انیی نسبی 9فر اوانی دزصده 
فرادا نی نسبی هیدته برایر است با فراوانی آن دده قسیم پرمجموع فرادانیهای هم دده‌ها . 
از ضرب فرادانی فسبی ددصد : فرادانی دد صد به دست حیآید . ۱ 


درزیر نماینده رده » فراوانی نسبی و فراوانی در صد مر بوط به‌مثال مورد بحت نشان داده 


۳2۳ ۳ ۰ ۳ ا حدود واقعی یا 
فو اوانی در فر او انی نسبیافر اوانی‌هررده نماینده رده کرانه ود حد و ۵ رده‌ها 


۱۳ ۰۱۳ ۵ |۱۴۸/۵سورهو| ۱۱-۱۴ 


۳ 

۳۲۱۱/۷ ۰/۷ ۵ ۵ ۱۶ ۸۵ ۱- ۱۳/۵ | ,سس ۱ 

۱4۹-۲۲ ۱۱۸-۳۲۷ ۵ ۳۰/۵ ۵ ۰/۷ ۳۱/۷ 
۶ ۰/۶ ۳۶ 
0 


۱۷/۴ ۴ ۸ ه 


۵ | ۵/ ۱۷۲۸۵-۲۷۶ ۲۳-۲۶ 
۵ | ۵-۰,۵/ع۲۶| ۳۰ 


۳۷ 


۳۳ 


نمودار چندبر ( - خط شکسته‌ای ) 

هر گاه خواسته باشیم چند دسته داده‌ها را باهم مقایسه کنسم ؛ از نوعي نمودار که به 
نمودار خط شکسته‌ای يا نمودار چندبر معروف است استفاده می‌کنیم. برای رسم نمودارچندپر 
يك دسته داده‌ها به یکی از دوطریق زیر عمل می کنیم : 

۱- جدول فراوانی داده‌ها را تنظیم کرده نموداد ستونی جسدول عربوط <۱ دسم مي‌کنیسم + 
سپسی وسطهای ضلمهای بالایی عستطیلهای این نموداد ستونی داباعطهای مستقیم متوالیا به‌هم 
وصل می نماهيم ( شکل - الف ) . 

۲- جدول فراوانی داده‌ها را همراه بانمایندهٌ رده‌ها تنظیم کرده » سپس نماینده‌های ردمها 
را روی محور : ها وثر اوانی رده‌ها را روی محور ۲ ها نقل می کنیم ؛ آن گاه نقاط متناظر بااین 


۱1۱۰ 


زوجهارا درصفحة دومحور مشخص کرده آنها را متوالیاً باخطهای مستقیم بدهم وصل می‌کنيم 
( شکل -ب ) . 
مثال - نمودار خط شکسته‌ای داده‌های زیررا رسم کنید : 
۷ ۰ ۰۲۶۰۳۳۴۰۱۷۰۲۳۳ ۲۷۰۱۲ ۰۲۲۰ ۲۲ ۰ ۲۵ ۰۳۳۰۱۷۰ ۰۱۵ ۲۷ 
۰ ۰ ۰۱ ۲۳ 
حل : جدول توزیم فراوانی داده‌های بالا را که شامل نمايندة رده‌ها نمز می‌باشد 


تنظیم می کنیم : 


دس به طرمق اول + فراوانی - 


٩-۵ 
۱۴۳ /۵--۵ 
۱۹۵-۵ 
۲۴۵-۵ 
۲٩۵-۳۵ 


 -»6 >»‏ >ه ‏ ؟ ‏ کاس 


۰ ۳۹۸۰ ۲۳/۵ دله۱ ۱-۸۵ ۹4۷۰ 


را ۹٩۰۰دخخ‏ هت 


رسم به طویق دوم + 


جت ت ناه ج ج جت بت بت باه خی ۳۴ 


( شکل -ب ) 


۱ ات بت ۲ 9 


2 
3 
7 


۳۴۸۵ ان ۲۹/8 ن ۲۴۳/۵ ن ۱۹۸۵ ن ۴/۵ ند 8 


فراوانی تجمءی 

فر او انیهایی که دز دروس قبل توضیح داده شد » برای سازمان دادن » خلاصه کردن و 
تمایش داده‌های آماری کمکهای با ارزشی می‌کنند » ولی بعضی اوقات نساز به دانستنیهای 
مر بوط به تعداد مشاهداتی داریم که اندازه‌های آنهاکمتر از انداز؛ معين دراین داده‌ها می‌باشد. 
دانستنیهای مزبور از طریق يك نوع فراوانی که به‌نام فراوانی تجمعی خوانده می‌شود به‌دست 
می‌آبد ء درزیر جزئیات این فراوانی با کمك مثال توضیح داده شده است . 


۱۱ 


مثال - در زیر سن دانش‌آموزان يك کلاس شبانه نوشته شده است ؛ جدول تجمم فراوالی 
این اطلاعات را تنظیم کنید . ۱ ۱ ۱ 
(کسر سال حذف شده است بدین‌معنی که مثلا ۲۴ سال و يك روز تا ۷۴سال و ۳۶۵ روز 
»۷ ساله منظور شده است . ) ۱ 
۳ ۰ ۲۳ ۰ ۱۷ ۰ ۳۴ ۰ ۲9 ۰ ۱۲ ۰ ۲۷ ۰ ۲۲ » ۲۲ » ۲۵ ۰ ۱۷ ۰ ۳۳ ۰ ۱۵ ۲ ۲۷ 
را 
حل ۰ ابتدا جدول فراوانی اين داده‌ها را تنظیم می‌کنیم : 


۳۰-۵۳۴ 
۲ 


۱۵4 ۲( وا ۱۰-۱۲ 
9 ۷ ۳ ۳ 


فر او انی رده‌ها 


در این حدول مشاهده می‌شود که ۰ 

- هیچ کدام از مشاهدات از ۱۰ کمتر نیست . 

ت ۳ مشاهدة ( ۰+۳ ) کمتر از ۱۵ وحود دارد . 

 _‏ مشاهده ( ۰۲۳4۴ ) کمتر از ۲۰ وجود دارد. 

- ۴ مشاهدة ( پ-+۴-+۰+۳4 ) کمتر از ۲۵ موجود است . 

۱٩ -‏ مشاهده ( ۵-+۷-+۴4-+۰4+۳4 ) کمتر از ۲۰ موجود است. 

- ۲۱ مشاهده ( 4+۲ ۴+۷4 ۰4-۳4۷۲ ) کمتر از ۳۵ می‌باشد . 

اعداد » ۰ ۳ ۰ ۰۷ ۱۴ ۰ ۱۹ و ۲۱ به ترتیب فراوانیهای تجمعی کمتر از ۱۰ » کمتر . 
از ۵ » کمتر از »۲ » کمتر از ۲۵ » کمتراز ۳۰ و کمتر از و۳ ء اطلاعات فوق خوانده 
می‌شود . دراینجا می‌بینید که : ۱ 

براق به دست؟ وردن فراوانی فجمعي مشاهدات کمتر از کرانة پابین پْك رده ۰ در بك دسته 
داده‌های ۲ مادی ۰ کافی است فرادانیمای غمام رده‌هاي ماقیلآن رده ۱ پاهم جم‌کنیم , 

در زیر » جدول فراوائی تجمعی داده‌های بالا باتوجه به جدول بالا تنظیم شده است: 


باه | کر از ۱۵ 
۳4+۴<۷ه ]| کمتر از ۲۰ 
۴ -پ ۳44 ده | کمتر از ۲۵ 
رح ۵ 4 4-۷ ۳+6( ]| کمتر از ۳۰ 
ان ۳۷-۳۷ کمتر از ۳۵ 


۱۹ 


زسم نمودار فراوآنی تجمعی 

بر ای رسم نمودارفراوانی تجمعی يك دسته دادمعای آماری به ترئیب زیرعمل می کنيم : 

- جدول فراوانی تجمعی داده‌ها را تنظیم می کنیم , 

مرزهای پایین رده‌ها را روی محور افقی :بقل ,می کنیم . 

- تجمع فراوانی کمتر از هروده را روی محورمنائم نقل می‌کنیم . 

- نقاط متناظر بااين زوجها را دو صفحةٌ دوسحور به دست آورده آنها را متوالیاً به هم 
وصل می کنيم . در زیر نمودار فراوانی تجمعی جدول بالا زسم شده‌است ۰ 


فر او ا نی تجمعی 

۳۵ 56 

۱ ۱ هم ی اد اه هم ی سا ای مت من مر ی ی ۳ 

۱ [ 

۱ ۱ 

۱ ۱ 

۶ ۱ ۱ 

۱ ۱ 

۱ ۱ ۰ب( .ِِْْط(_- .جح حٍِِِ_ّث_ٍِِِثآ ۳۹| 

۱ ۱ ۱ 

۱ ۱ ۱ و 

۱ ۱ ۱ 

۱ 1 ۱ 

۱ ۱ 

۱ ۱ ۱ 

۱ ۱ ۱ 

۸ ۱ ۱ ۱ 

۱ ۱ 

ِ 1 ۱ ۱ 

۱ ۱ ۱ ۱ 

۱ ۱ ۱ ۱ 

1 ۱ ۱ 

۴ ۱ ۱ ۱ ۱ 

۱ ۲ 1 ۱ پ-پ۰۰ ۳ 

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 

۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 

مرزهاک با بین رده‌ها ۱ ۱ ۱ ۱ ۱ 
۲ ۳۵ ۳۰ ۳9 ۱۵ ۱9 
تمرین 
9- برای داده‌های ۰ 

۷۵ ۱۲ ۱۳ ۱۸۴ ۱۸ ۱۸۱ 
٩ ۶ ۸ ۱۳! ۱۶۱ ۱۴۹ ۷۷ ۱ ۳۳‏ 
4 ۵ ۱۱ ۱۳۶ ۱۳۵ ۲۴ ۱ ۱۱۵ 
۷ ۱ ۱۸۴ ۸ ۰ ۱ ۴ و ۱ ۱۰۹ ۱۲۱۷۲ 
۹ ۱۳ ۱۱۵ ۱۲۸ بورشم ۰ ۸ 
۱۶۱ ۸ ۱ ۱۳۸ ۷۵ ۱۲۰ ۱۳۳ 
۱۴۶۸ ۳ «! ۱ُ۷ ۱۰۶ ه ه ۱ و۹ 
۱۳۵ ۱۱ ۱۴ ۸۳ ۱۲۸ ۱۲۱۱ 


۱۱۳ 


الف - جدول فراوانی را تشکیل دهید. ب - نمودار ستونی ونمودار چندبر را رسم کنید. 
۲ برای داده‌های ۰ 


۱۳۸۹۳۵ ۱۶۱۸ ۳۳۹۷ ۳۱۷۶۸۶ 
۲۸۳۸ قرف ۱۵۳ ۱۸۳۲ 
۳۰۱۰ ۳۳۳۰ ۱۶2۹۹ ۱۳۱۲ 
۱-9۸۱ ۳۳۷ ۱+۵۵ ۳۳۸ 
7۱۷۴ ۲۳۹۷۸ ۳۳۳۴۶ مرف 


الف .. جدول فراوانی را تشکیل دهید. ب - نمودار ستونی ونمودار چندبر را رسم کنید. 
۴ در امتحانات ورودی دانشگاه نمره هردانش آموز از »۱۰۰ کم می‌شود ,. در زیر 
نمرةٌ ۰ ع نفر ارداوطلبان که به طور تصادنی انتخاب شده » داده شده است . حدول فراوانی و 
نمودار ستونی این داده‌ها را زسم کنید : 
۱ ۵۳ 2۷۶ 2۰۰ ۱۱۳" ۵۸۲ 
۸ ۰۱ ۶۲۰ ۷:۲ ۶ ۲۵ 
۵۴ ۶۰۶ ۷۰ 2۹۸ ۶:۱ ۷۳۶ 
۳۷۷ 2۳۰ ۷۹ ۷۸۰ ۷۶۷ ۷۴۵ 
۳۳« ۶.۷ ۵۳۰ 2۸۵ ۷۳۰ ۶۷ 
2.۰ ۷۶ ۸۳" ۳۳۷ ۶۰۹ 
۶۹۵ ۶۳ ۲۵ ۵ . ۶۴۷ 
۳۸۵ ۷۲۰ 2۷۶ ۶:۹۸ ۳۲« 
۷۷۱ وفش 5۳۷ ۰۹۷ ۵۸۸ 
۳۸۵ ۵۹ 2:۸۱ ۶*۳ ۶۰۷۲ 
۶۱۷ ۶-۹۶ ۷۸۹ ۶.۳۹ ۶۳۴۸ 
۳- در زیر » حدول فراوانی نمره‌های ریاضی ۴۰ نفر از دانشآموزان داده شده است . 
۹ ۱۸و و۱۳۱ ۱:۱۲ ۷-4 و6 ۳ ___و | حدود داده‌ها 
۴ ۸ ۷ ۳ ۳ ۱ 
الف - کرانه رده‌ها و نمایندهٌ آنها را تعیین کنید . 


ب - نمودار ستونی وچندبر جدول‌فوق را رسم کنید . 


۲ ۵ 


فر اوانی 


م- يك مدرسة عالی دارای ۱۳۲۶ دانشجوست؛ درزیر جدول فراوانی مربوط به سن این 
دانشجویان داده شده است ( کسر سال حذف شده است . ) 


زد رده‌ها 


9 سس ۳۷ ۳۲-۳۶ ۲۷۳۱ ۲۶نب ۲۲ ۱۷-۲۱ 


۶ ۵۸ ۳۵۰ ۴5۰ ۶۲ فراو انی 


۱۱۴ 


الف - کرانه رده‌ها ونمایند؛ آنها را تعیین کنید . 
ب - نموداز ستونی وخط شکسته‌ای جدول فوق زا رسمکنید . 
مطلوب است رسم نمودار ستونی وچند بری جدول زیر ۰ 


۰ ۱۲۵-۴۹ حدود رده‌ها 


۷۴ ۷6-٩4 ۰ ۱۷۲۴ ۱۲۵-6 


۱۰ ۰ ۲ ۳۰ ۲۵ ۱۵ 
۷- جدول فراوانی تجمعی ونمودار داده‌های‌آماری زیر را رسم کنید. 
۱٩ ۰ ۱‏ ۰ ۲۷ ۰ ۲۵ ۰ ۲۷۳ ۰ ۲۲ ۰ ۷۲۱۰۷۱ ۰ ۰۱۸۰۱۹ ۰۱۷ ۱۷ ۰ ۱۵ 
۰ ۰ ۳۶۰۳۹ ۰ ۰۳۵ ۳۴ ۰ ۰۳۴ ۳۷ ۰ ۰۳۱ ۰۳۰ ۲۸ 
۸- مطلوب اسب رسم نمودار فراوانی تجمعی جدول زیر : 


۰ 4ست ۷ و۴ ۱۳| حدود رده‌ها 


۱۲ ۱۳-۱ ۱8-۱۸ ۱۹-۰ 


۲ ۳ ۸ ِِ ۵ ۳ ۱ فراوانی 


4- برای داده‌های ۰ 
۵۸ ۳ ۳۸ ۳۴ ۳۸ ۳۹ ۷ 
۵۹ و ۳۸ برض ۳۹ ۳۱ ۱ 
۵۹ و 8۸ ۳۵ ۳۹ ۳۲ ۱۵ 
2۰ ۵۴ ۴۳۹ ۳۵ 8۰ ۳۲ ۱۸ 
۴٩ ۵۴ ۳‏ ۴۵ ۳۱ ۳۴ ۲۰ 
وش .3 ۵۰ ۴۶ ۴۱ ۳۶ ۳۱ 
۶۶ م. ۱ رضر ۴۳ ۳۷ ۳۳ 
۶۷ ۷ ۳ ۳۷ ۴۳ ۳۷ م 

مطلوب است : الف - تنظیم جدول فراوانی . ب - فراوانی نسبی وفراوانی درصد هر 

رده . ج ‏ رسم نمودار ستونی » چندبر و فراوانی تجمعی . 


توصیف اطلاعات 
مطالبی که تا کنون از آنها بحث شد جنبهُ تجسمی داشته قادر به توصیف هم جنبه‌های 
اطلاعات آماری نیستند ؛ از طرفی روشهای آماری در غالب اوقات برای بیان مشخصات 
دقیق‌تر ارقام احتیا ج به توصینهای عددی دارند ؛ اکنون بااستفاده از اعمال حسابی روی ارقام 
آماری بعضی از اين توصینهای عددی را توضیح می‌دهیم . 
۱1۵ 


فرض کنید نمره‌های‌ریاضی ۲۱ نفردانش آموز يك کلاس‌به صورت زیرمرتب شده باشد ۰ 
وا و ۱۵ ۱۱۲۱۱۷۹۱۴ ۷۰۸۱۰۱۰۱۱۲۱۱۲۱۱۲ و 
٩ ۹‏ ۰۰ ۰۱۸ ۰۱۸ ۱۶ 
در اینجا می: ین بح دک تین هی اد ی و ای ۱ اسان 
نمرات ارائه شود , باید توجه داشت که درآمار مسثلة تفسیر که تقریباً يك مسل قضاوت است 
نیز مطرح می‌باشد » بدین معنی که در انتخاب این نماینده يك تفر ممکن است تمام نمر ات را 
ود ای وی ای تقسیم کند: 
. .۰ ۶1۷۸ 


۲1 7۱۳/۵ 


نفر دیگر ممکن .است نمرات را به‌طریق صعودی با نزولی مرتب کرده ( که در اینجا مرتب ‏ 
شده است ) عدد وسطی را به عنوان نماینده انتخاب کند ( در اين مثال ۱۴ ) . بالاخره نفر ر 
سوم ممکن است نمره‌ای را که تعداد بیشتری از دانش‌آموزان گرفته‌اند ( در این مثال ۱۲ ) 
به عنوان نمايندة نمرات انتخاب کند . هر کدام از انتخابهای فوق ممکن است از يك نقطه نظر 
نمایعده ارام داده‌شده باشند . اين نماینده‌ها که به‌ترتیب مبا نگین حساپی ۰ میانه : نما خوانده 
می‌شو ند نمو نه‌هایی 0 را مورد مطالعه قرار می‌دهیم . 


میانگین حسابی 
شما مسلماً تاکنون بدون آن‌که خودتان توجه داشته باشید از میانگین حسابی استفاده 
کرده‌اید . مثلا وقتی نمرات دروس مختلف در يك پرسش اعلام می‌شود» شما فوری این نمرات 
"را زیرهم نوشته‌جمع می‌کنید سپس مجموع‌حاصل را برتعداد دروس تقسیم‌می کنیدنا به اصطلاح 
معدل نمرات خود را به دست آورید . اين معدل نمرات همان میانگین حسابی در آمار است . 
مثال دیگر ۰ شخصی با اتومبیل خود راه بين شیراز - تهران راکه ٩۰»‏ کیلومتر است . 
در ۱۷ ساعت طی می‌کند ؛ اگر او بخواهد بفهمدکه اتومبیل او به‌طور متوسط درهرساعت چند 
کیلومتر راه طی کرده است » کافی است‌که مسافت پیموده شده را برساعاتی که در راه بوده‌است 
تقسیم کند : وپاسسسش , سرعت به دست‌آمده میانگین حسابی سرعتها می‌باشد .  .‏ 
تعر یف - میا نگین حسابی پا به طود ساده میا نگیین پك دسته داده‌های آعادی‌که شامل 2 
انداژه باشد ۰ براپر است با مجموع انداژه‌ها تفسیم برتعدادا نها پی 2 . ۱ 
۲ 6 » با ؛ چا . . » رید که با عر نمایش 
داده می‌شود ؛ برایر است با : 


وا سل مر . . 26-۳ سل با 


۱4۹ 


۱۴ 


هثال ۱ - میانگین حسابی اندازه‌های ۸ ۱۴۰۶ » ۲ و »و را تعیین کنید . 
۱ ۱ ۱۴۱۲و 
۱ ۱ ۱ ۵ > 
مثال ۲ - نطلوب است تعیین میانگین حسابی اندازه‌های داده شده ۰ 
۰ ۷ 6 ۰ ۲۵ ۰ ۰۲۵۱۷۵ ۳۰۱۲۵ ۳ و و و 0 ده 


طبق تعریف _فوق میانگین این داده‌ها برابر است پا 
۱۵۷۵۱۵ ۵و دبا سوبس واه »۳ 


۲ 
۱ بل ۲ 5 ۳ 
۷ ۳-۳-۳ 
اح سف هرهاق هس با سا ۱3 
۱۲ ۱ 


همان طو رکه قبلا دیدید تعداد دفعاتی که يك اندازهُ‌آماری تکرار می‌شود به‌نام فراوانی 
ِ آن اند ازه خو انده شده معمو لا" آن ۱ با ؟ نمایش هی #صتلن درمتال فوقی ۱ فراو انیهای داده‌های 
۰ ۰ ۲۵ و ۷۰ به ترتیب برابرند با ۳ ؛ ۳ ۰ ۴ و ۱ . هرگاه داد‌ها را به ترتیب 
با بل » ۲۷ » و چا و فراوانی‌آنها را به ثر نیب پا ۲ ۰6 ,م] و ] نمایش دهیم . بانو حه 
به رابطة )٩(‏ داریم : 7 
ال ۶ 
هر گاه به حای ۴ اندازقداده شده ؛ ۱ اندازه ۱ ۶ 2۶۲ > وم و ود ۰ که فر او انیهایآنها به 
تن ۱( » 3۲ ۰.۰ .»۰ پ؟ می‌باشند » داشته باشیم دراین صورت میانکین حسابی آنها برابر 
حخحو اهد بو د پا . ۱ اه ۰ سل ] ست 
0 
در اینجا بو را حیا نگیو دأنی ارقام آماری می نامند 
مثال - مطلوب است محاسبهٌ میانگین وزنی جدول زیر 


حل ۳ 
را 4 ی ۶-1-۸ < ۲ 


(۵ ۱ 
۳7 ۰ ۱۱۲۴۸۳۴۰ 
/ ست ه‌ یم[ " سس 


۱۹۷ 


بر ای نعیین میانگن وزنی داده‌های آماری که به صورت حدول فراوانی داده شده است؛ 
دردستوربالا به جای 2 با » بل : . .۰ .۰ ژ به ترتیب نماننده‌های‌رده‌ها وبه‌جای فراوانیها» 
فر او انیهای ردمهار | قر ار می‌دهیم . ۱ 

میانه 

میانة پلد دسته داد‌های آمادی‌که با حرف 1 نمایش داده می‌شود ؛ عددي است‌که نصف 
داده‌ها ا( ی بزدگتر ونصف داده‌ها از آن کوچکتر باشند ۰ به عبارت دیگر : 

الف - هرگاه ۵ داده داشته باشیم و « عدد فرد باشد و اين داده‌ها را به طور صعودی 

یا نزولی مر نب کنیم » بنا.به‌تعر یف میانه بر ابر دادةٌ وسطی استگا: مگله" دادم‌های آماری زیر 5 
۱٩ ۰ ۰‏ ۰ ۱۹ ۰ ۱۳ ۰ ۱۱ ۰ » ۳ ۳۰ ۰ ۲ ۰۱۰ ۱ 

عدد ۸ که ذر میان واقم شده ( و داده در چپ‌آن و و داده در راست آن قسرار دارد ) میانه 

می‌باشد . 

ب - هر گاه ط داده داشته باشیم و 9 عدد زوج باشد در این صورت هیچ داده‌ای درومسط 
ثیست » باز هرگاه این داده‌ها را به طور صعودی پانزولی مرتب کنیم » » بنا به تعریف » میانه 
برابراست ب میانگین دو عددی‌که در ومیط فر ار گر فته اند میلا" در داده‌های زیر : 

۷۸ ۶ ۲۷۳ ۲۳۰۰ ۲ ۲۱ ۰ ۲۱ ۶ ۱۵ ۶ ۱۶ ی سل تن 

در ایتجا اندازه‌های ۱۰ و ۱۵ نقط قرار گرفته‌اند ( ۵ داده در ست چپ آنها و ۵ 

دح 


داده درسمت راست‌آنها قرار دارد ) » , لذا داریم ۰ ۱۷۵ << 
هر گاه داده‌های آماری به صورت حدول فراوائی داده شده باشد » ما میانه باروش ۳۳ 


انجام می گیرد که ما دراین سطح از ذکر آن خودداری می کنیم ۰ 


نما ۱ 
۱ اي بك دسته داصههای آعادی ۰ نما که با حرف نمایش داده می‌شود دادهاق است 
که بیش از سای داده‌ها قکرار شده باشد . مثلا در داده‌های آماری زیر ۰ 
۸ 6 ۰۷ ۰۵ ۵ ۴۰ ۴۰ ۰ ۰۲۰۴ ۱ 
رقم ۴ بیش از همه تکرار شده است ۰ لذا در اینجا رقم ۴ نما می‌باشد . هر گاه داده‌ها به 
صورت حدول فراوانی داده شده باشد» دراین صورت رده‌ای که بزر گترین فر اوانی را دارد به‌نام 
ددغ نما خوانده می‌شود . باید توجه داد شت که يك دسته داده‌های آماری ممکن‌است نما نداشته 


و پا چند نما داشته باشند 


۱۱۸ 


مقیاسهای پر کند کی 

از انجام محاسبات عددی برروی داده‌های آماري ائدازه‌هایی به دست می‌آیدکه به نام 
اندازه‌های توصیفی خوانده می‌شود » بخشی ازآما رکه ازاین اندازه‌ها بحث می کند آمارتوصیفی 
خوانده شده است . اندازه‌های مرکزی میانگین » میانه » . . : و نما . یکی از مباحث آمار 
توصیفی است. اگرچه هر کدام ازاندازه‌های مر کزی به‌نوبة خود مفید وحاوی مطالبی درتوزیم 
اطلاعات هستند ولی هیچ کدام از آنها مطالبی راجم به تغییرات داده‌های آماری دراختی‌ار ما 
قرار نمی‌دهند . مثلا" میانگین سه عدد ۳۰ ۴۰۰ » هي برابر ۳۰ می‌باشد و میانگین اعداد 
۰ ۰ ۴۰ و ۷۰ نیز برابر ۰ است ؛ در حالی که به وضوح دیده می‌شود که تغییرات داده‌ها 
در حالت دوم به مراتب بیشتر از حالت اول است . چون در اندازه‌های مرکزی بحثی در بارة 
این تغییر ات نمی‌شود؛ لذا برای بررسی این تغییر ات قسمتی ازیکی دیگر از بحشهای‌آمار توصیفی 
را که به‌نام مقیاسهای پراکندکی خوانده می‌شود مورد مطالعه قرار می‌دهیم . 


دامنه 

تفاضل بین بزرگترین و کوچکترین داده‌های آمازی به نام دامنه خوانده می‌شود , مثلا" 
دامنه داده‌های ۰ 

۲ ۰۳۲ ۲۵ ۲۱۰ ۱۱۰۱۵۰۱ ۶ 
برابر است با تفاضل دو عدد ۳۳ و و یعنی ۳۷ . اگرچه محاسبهٌ دامنه خیلی آسان است و کم 
وبیش به عنوان ادازهُ تغییرات در آمار به کار برده می‌شود » ولی به‌دلایل زیر استفاده ازآن 
درمطالعة تغییر ات يك دسته داده‌های آماری کافی نیست ۰ 

۱ - درمخاسبةٌ ذامنه فقط دواندازه به کار پرده می‌شود واز سایر اندازمها که قسمت بیشتر 
داده‌ها را تشکیل می‌دهند صرف‌نظر می‌شود . 

۲- به تدریج که تعداد داده‌ها زیاد می‌شود » ممکن است دامنه به سوی عدد بزرکتری 
میبل کند » لذا اين اندازه بر ای مقایسة دو دمته دادمها که تعداد مشاهدات آنها پسی نیست 
مناسپ نمی باشد , 

۳- درتفییرات ؛ دامنه يك عدد ثابت نیست » بدین تب و 
دسته داده‌های آماری را مورد مطالعه قرار دهیم ؛ دامنةٌ تغییرات از يك دسته به دسته دیگر 


تغییر میکنذ . 


۱9۹ 


انحر اف میانگین " 
مثال - مطلوب است محانة انحر اف میانگین داده‌های ۳ زیر ۰ 
۱ ای ۰ ۷ ۲۰ *۰"*ش( 
پراغ محاسبة انحر اف میانگین داده‌های بالا به ترتیب زیر عمل می‌کنیم : 
۱- میانگین حسابی اين داده‌ها را به دست مي‌آوریم : 
1۳۳ ِ 


"پآ سس یز 


۱۰ 
۷- این مانکین حساپی را به‌تر تیب ازهر کدام از داده‌های بالا کم ۳ عدد حاصل 
به نام انحر اف از میانگین یا به طور ساده ۱ نحراف آن داده خوانده می‌شود . در جدول زیر 
انهر افهای داده‌های بالا نشان داده شده است : 
و ۱۴ ۱ "۹ ۸ داده‌ها ‏ 


۶ ۱۵ وم و-۲ وه وو م | تفاضل بر از داده‌ها 
٩‏ سه نت _ پا پات انحر افهای داده‌ها 


۷ ۱۹" ۲۱  . ۷ ۲۳ 


و -۲۳ وو ۲۲ و۲۱۱ وا ۱۹ ۱۷-۱۶ 
پ ۵8 ۳ ۱ 
عدد - انحراف داد بر » عدد ب- انجر اف دادم 4 » عدد ۴ - انحراف داد ۰۱۲ ...» 
وغیره می‌باشد . 
۳ میانگین تدرمطلقهای اثحر انهای فوق را که به‌نام | نحوافب میانگین خوانده می‌شود 


۴۴ اه سس سا را که ره طفه هه سا ۱۳ 
۰ ۱ ۵ ۱ 

باتوجه به مثال بالاگوییم : تفاضل بین هر کدام از داده‌هایآماری ومیانگین حسابی‌آنها 
به نام انحراف از میانگین آن داده یا به طور ساده انحراف‌آن داده خوانده می‌شود. به عبارت 
دیگر » هر گاه ۵ داده ۱ : ۷ . . .»ما که.میانگین حسابی‌آنها 5 است داشته باشیم » به 
.مرکدام از اندازه‌های زیر مت ازمیانگین یا به‌طور ساده انحر ات آن داده می گویند : 


۴ ست سس 


ات رز .سس ی » رس ۱ 


۳ 


تعر یی - میا نگیو قدد مطلق انحرافیا عددی است مخالف صف که به نام ۱ نهراف میانگیین 
داده‌های آمادی خوانده می‌شود . به عبارت دیگر اگر 8 انحراف میانگین باشد داریم : 
ود .۰ +2 اد | حی و 
انجر اف معیار ( انحر اف استاندارد ) 
مهمترین مقیاس برای اندازه گیری. پراکندگی ؛ انحراف معیار است , از ین حهت برای 
۳ در تغییر ات داده‌های آماری بیشتر از انحر ای معیاز استفاده می شنو3: . 
ممال - ۳ است محاسة انعر اف معیار داده‌های آماری زیر 
۵« («صى«ظ«آ۰0(«۰(«۰+ظ۳(صغ«چ« :۵ ۱ ۰«آ۲ثح«‌«۰ ۳ 
به ترتیب زیر عمل مي‌کنيم . ۱ 
۱- میانگین این 1 به دست می‌آوریم ؛ ۰ 
۴۳ وب جوبم 
۳۹ ی 
۹ ۹ 
۳ به‌های قدر مطلقهای انحر اف » مر بعات آنها را درنظر می گیریم . درمز بع. 
کردن انحر افهاعلامت متفی ازیین رفته در نتیحه مر بع انحراقها هميشه اعداد مثیت مثیت خو اهند بود. 
۵۵ هت وم نسم 
بعضی اوقات » فسمت ۲ را با استفاده از حدول زیرمحاسبه می‌کنند ۰ 


تون مر بعات اسمز انیا را حساب می کنیم : 
۱۲۲ املع 
۴- مجموع مریعات انحر افهارا برتعدادکل داده‌ها تقسیم کردء آن را با ۲و نمایش‌می‌دهيم. 


۵- ريش دوم مثبت 8۲ همان انحاف مییاز است . ۱ 


۳ 
۳ ۹ ۱ 
در زیر » اين مطالب به عنوان دستورالعمل محاسبة انحراف معیار خلاصه شده است ۰ 


۱۹۱ 


۱- میانگمن داده‌های آماری را به دست می‌آوریم : ۱ 
ما سل مرا 
رتست 


می‌کنیم : ۱ 
۲( و وی( )-- . )۲( چ و 
مجموع مربعات را برتعدادکل داده‌های آماری یعنی 8 تفسیم می‌کنیم ؛ عدد حاصل 
ر معمو لا با ۱ نمایش داده آن را پراش می‌خوانیم : 
۲( »ماد  )‏ ۳ 
0۳ 
م- تدر مطلق حذر این عبارت را که به نام ۱نحراف ممیاد ( اهر اف استاندارد ) خوانده 
می‌شود ۰ به دست می‌آوریم : 


شاخصها. 

شاخصها تغییر ات دادمهای آماری را که بیشتر حتبهٌ اقتصادی یا اجتماعی دارند » نسبت 
به زمان نشان می‌دهند ؛ به عبارت دیگر » شاخصها تصور روشتی از افزایش هزيتة زندگی » 
آزدیادجمعیت» ازدیاد محصول , . . . را درسالهای مختلف نسبت به‌يك سال معین که سال‌پایه 
نامیده می‌شود » نشان می‌دهند , 

مثال - درجدول زیر بهای بكکیلونان در ۴ سال متوالینوشته شده است. مطلوب است 
شاخص بهای نان نسبت به سال ۱۳۴۹ : 

۰-۲ ۰ ۰ ۱۳۵۱ ۱۳۵۰ ۱۳۴۹ ۱ سالها 


۱۳ ۱۲ ۹ ۰ | قیمت۱ کیل و گرم‌نان برحسب ریال 

بهای يك کیلو نان را در هرسال بر بهای يك کیلونان درسال ۱۳۴٩‏ تقسیم نموده » خارج 
قست را در صد ضرب می کنیم , اعداد حاصل شاخص بهای نان را در همرسال نسبت به سال 
۳۸ نشان می‌دهد . 


تمرین ‏ 
۱ برای هر کدام از دسته داده‌های زیر ء میانگین » میانه و نمارا حساب کنید . 


۲ 


۲ » 6 ؛‎ ٩۰ ٩۱ ۰ ۳ 
۱, ۳ ۳ ۵۰ ۶۰ ۶ 
6۱۱۰۰ ۲۰ ۸۰ ۴۰۱۱۴۰۱۰۰۱۲۰ ۸ 
۳۰ ۵۰ ۲۰۲ ۵۲ ۳۰ ۸۰ 8 ۲ ۷ 
۱۳ ۱۱۹۰۱۱۰۱۷۰۱۳۰۲۳۰ ۰ ۷۷ 

اح» ۳ ۷۰ 6۰ ماس ۲۱۲ ۲ وا 

۲- دو دسته دادم‌ها به صورت دو جدول در زیر داده شده است ؛ میانگین این دودسته 
داده‌ها را جداکانه حساب کنید ۰ 


فراوانی | رحتفاتی دادهم‌ها فر او انی رده‌های داده‌ها 


۱4 ۱ ۱سس ۱۶ 


٩ -۴۳‏ معلم يك بر گ امتحانی را نمره داده‌اند » به خاطر اختلاف سلیقه معلمین درنمره 
دادن , فرار شده است که میانگین وزنی نمر ات داده شده به عنوان نمرهٌ ب رگ به دست آورده 
شود ؛ در زیر جدول نمرات بافراوانی آنها تنظیم شده است ؛ نمره برگ را تعیین کنید. 


۱۷/۲ ۴ و۱ و۱ ۲ص و, و۱ نمرهُ داده شده 
۱ ۲ ۱ ۳ ۲ .| فراوانی آن نمره (نفر) 


۴- دريك تجر به‌آماری ۱۲۰ مشاهده که هر مشاهده يك عدد صحیح مثبت است به دست 
و هیچ کدام صفر نمی‌باشد ؛ میانگین این اعداد ۶۰/۵ می‌باشد. آیا ممکن است یکی 
از مشاهدات ۰ و باشد ٩‏ 

۵- دريك تصاعد حسایی جملة اول ۳ » قدر نسبت ۲ وتعداد جملات ٩‏ است ؛ میانگین 
و میانة جمله‌ها را حساب‌کنید ؛ آیا در حمله‌های ین تصاعد که همان داده‌های آماری می‌باشند 
نما وجود دارد ٩‏ 

۶- در يك تصاعد هندسی جمله اول ۳ » قدر نسبت ۲ و تعداد جمله‌ها 4 است؛ میانگین 
ومیانه حمله‌ها را پیداکنید . آیا در این دسته داده‌های آماری نما وحود دارد ؟ 

۷- میانگین حسابی حقوق سا لافد 4 #نفر بر ابر ۰ ۰۰۰و ریال است؛اگر يك حقوق ۶۲۰۰۰ 
ریالی اضافه شود میانگین‌چه تغییری می‌کند ؟ 

۸ - هزینهُ ۰ روز مسافرت يك دسته دانش آموز در جدول زیر نوشته شده است 


1۳ 


سس و سس 


هزین روزانه مجموع هزینه به‌ریال تعداد روزهای مسافرت 


۱۸۹۰ ۹۴۵ - 
و۳۳ ۸*۴۰ ۳ 
۴۹۰ ۱:۷۰ ۳ 
۶۶۵ ۶۶۵ ۱ 
۱۸۰ ۴۰ ۲ ۸ 
۸۴۰ ه ه ۲ ۲۶ 1 
7۰۵۰۹ ۱9۹۳۶۰ ۲۰ 
کد ام نتیجه زیر حقیقی‌نر است ؟ 
۴2۴-۰۱ ۱ ۱ 
4 میانگین خرج رورانه 
ثٍ_ٍِِِ كثٍِِ« ۳ 
۸ مه میانگین خرج رورانه 
۰ ۱ -- ۶۶۵ ۱ ۱ 
۱۰۶۷/۵ ۵۱۳۷۰ میانگین خرج روزانه 


۱ ( این دو عدد ء دوعدد میانی هستند ) 
4 - مطلوب است محاسبٌ میانگین»پراش وانحراف معیار هردسته از داده‌هایآماریزیر : 
۰ ۲۵۰۳۰۰۳۸۰ ۰ ۰۱۸۰۱۱۹ ۰۱۷ ۱۵ 
۲ ۰ ۱۵۰ ۷۷۳۰۷۱۲ ۲ ۱۱ 
۷۸ ۰ ۰۷۱۳ ۱۳۰ 
۷۰ ۰و ۸۰ ۳۰ ۵۸ ۲۰ 8۰ ۳۶ 
(- در جدول زیر » بهای گوشت و برنج در سالهای ۴۸ تا ۵۳ نوشته شده است ؛ 


مطلوب است شاخص بهایگوشت و برنج در هرسال نسبت به سال ۱۳۴۸ و همچنین افزایش 
بهاي هر کدام نسمت به آن سال ۰ 
۵۳ ۲ ۱ ۵۰ ۴۹ ۴۸ ساله 


۰ ۴۵ ۳۵ ۳۵ ۳۳ ۳۲ بر نج 
و ٩۷۰ ٩۷۰ ٩6۰‏ ۷۰ ۱۶۰ شت 


امعادلات خطی 


۱ نمودار هر خط , صفحُ مختصات را به‌سه ناحیه تقسیم‌می کند. مثلا نمودار 2 < صفحهٌ 
مختضات را به سه ناحیهة زیر تقسیم می کنده 
الف : نیم‌صفحٌطرف راست بر که طول هر نقطه آن از 2 بیشتر است به عبارث دیگر ۶ 
۱ با ۲ ۱ 


۱3/ 5 
/ 


برای هرنقطه اژاين نیم صفحه داریم 2  <‏ . برعکس نقطةُ نظیر هر زوج ازعددهای حقیقی که 
متعلق‌به مجموعة جواب گزاره‌نمای 8 < :1 باشد دراین نیم‌مفحه است( قسمت هاشور خورده) 
برای اين که مشخص‌کنيم که این نيم‌میفحه شامل با نیست روی ,1 علامتهای می‌گذاریم 
این‌علامتگذاری را در آینده یز به کارخواهيم برد . ۱ 

ب - نیم صفحه طرف چپ,ر] که شامل مبد مختصات نیزمی باشد» هر نقطه‌ازاین نیم صفحه 


یا 


وا 


۱۵ 


طولش ازج کوچکتر است . به‌عبارت دیگر» برای هرنقطه ازاین نیم صفحه‌داريم 2 > . برعکس 
نقطةً نظیر هرزوج ازعددهای حقیقی که متعلق به مجموعهُ جواب گزاره‌نمای 8 > 2 باشد دراین 
نیم‌صفحه واقم است . ( قسبت هاشور خورده) 

هر يك از نیم صفحه‌های سمت راست یاسمت چپ ,رآ که شامل خود, ][نیست به نام نب صفحة 
ناز خوانده می‌شود. 

ج - مجموعة نقاطیاازصفحه که روی,.[ واقع است ومختصات آنهادره - (صدق می‌کند. 

رآ مرز دو نیم‌صفحه خوانده می‌شود . طبق آنچه گنته شد داریم؛ 

[2 < 1 ۷ ۵ ۲-۷ | (لارت) :۲ < 1 

برای هر :2 » نمودار هريك از رابطه‌های ( 2 < 5 | (لزرت) ) و ( ۵ > 5 | (لایع) ) 
را که شامل خط و سه 1 نیز می‌باشند لك نیم صفحة بسته می‌خوانند . 

در زیر ت__ این دو رابطه رسم‌شده است. 


با # 


۷ 


۷ 


پنا براین هر نقطه از نیم صفح بسته طرف راست ,ب] در گزاره‌نمای 8 < ۲ و هر نقطه 
ازئیم‌صفحد بستا سمت چپ ,رآدرگزاره‌نمای 3 > :7 صدق می‌کند. درزیر نیم صفحه‌های حاصل 


ازگزاره‌نماهای 9 < نو و 9 > با مشخص شدهائد . 
۷ 


7 جح - ۱ 


۷۲4] . ۲ < 


ت 


درحالت‌کلی خط ‏ 6 9 + صفحهٌ مختصات را به نیم‌صفحه‌های باز و بستة زير 
تفسیم می کند : ۱ ۱ 
۱- یم صفحه‌های باز . 
([۰ > 0۷ +۸2۰ ۲,۷۶ | (زیع) ) (6< 0 +۵ ۸ ۷22 | (ریی ) 
۲ - تیم صفحه‌های پسته : ۱ 
([ه6 > ات + 22 ۸ رک | رای )4 ۲ (06 2 9 +21 ۸ 72| (لایت) 6 
معمولا برای ساد گی» فقط به‌نوشتن گز اره‌نماهایآنها اکتفا می‌شود؛ 
(۱) نیم‌صفحه‌های باز 6 > 0۷ + 21 و ۵ < ۷ + 2 
(۲) نیم صفحه‌های بسته 6 > 97 + 2 و ۵ < 0۷ + 27 
ردابط (۱) و (۲) را نامعادلات خطی می‌نامند , 
مثال ۱ - مطلوب است رسم نمودار رابطة زیر در مجموعه اعداد درست 
(۲ ر< بر ۷ و 6و کل( و )) < ([ 
حل - چند زوج از مجموعة جواب گزاره نمای ۲- < ۷-1 در زیر مشخص شده 
است ما 
و( و۲ )و (ه و )و (اح و )و ۲و۲ و( ۲ 
وا و(اح وات) و( ات 
نمودار (1 درشکل بعد نمایش داده شده است , دراینجا دیده می‌شود نقاطی از صنحه 
که دريك طرف نمودار ۲ << - ز واقم شده وشامل مبداً مختصات می‌پاشند تفاضل عرض 
و طول آنها از ۷ - بزر گتر است , مثلا چون ۲ + < ۴-۳ . نقطهُ (۴., ۸۳ روی نمودار 


۱۳۷۲ 


0[ واقم است . بنایراین مجموعة تمام لی ویک نت تشن شامل مبداٌ 


مختصات است نمودار ظً می‌باشد . ۱ 
تدکو -گاهی اوقات به‌ حای‌آن که کنته شود تاحیه‌ ای از ۳9 که شامل میدا مختصات 


است نموداز رابطه یا حواب امعادله است گفته می‌شود نقاط بالا وسمت چپ,] پا نقاط بالا و 


جواب مسئله می‌باشد . که با و پرآمرزهای نیم صفحه‌ها هستتد , 


با 9 9 


دستوز (سم نموذ۱( نا معا دلات در حالت کی - رابطة ٩‏ در محمویه اعداد حقیقی با 


گزاره نمای (نامءادله) زیر تفرایب مه است ۰ و و اوه اعداد حقیقی هستند . 
6 < زر + 2 


تمودار 6 را مشخص کید . 


الف - ابتدا خط م < توا + 26 را رسم می‌کنيم فرض کنیم ر] نمایش این خط باشد , 
ب - ئتّطهٌ دلخواه (,۷ ۳0۶ را بالا و طرف راست ر1 انتخاب کرده » از این نتطه 


۱۳۸ 


خطی‌موازی محور رها می کشیم تا ب را در نقطه (, و ,)) قطع کند » حال مختصات دو 
نقطة ۵ و م4 را .با هم مقایسه می کنیم , این ۱۳ بزرگتر از 
( است . 
5 < »5 
اگر فرض کنیم » < 2 آن گاه داریم : 
7 ,285 
به طرفین این نامساوی جملة ,و9 را اضافه می‌کنيم می‌شود ۰ 
)۱ ۰ + 2067 < ,ها زج 
ولی نفطه (,لا , »022 روی خط 6 < 0 + 25 واقم است پس داریم 9 
بنابراین نا مساوی () به صورت زیر نوشته می‌شود . 
6 < ,0۷ + برچ . 
یعنی مختصات نفطه ۳ که در با وسمت راست بر واقع شده است در نامعاد(1 > < 0۷ + 27 
صدق می کند و با زوج(,۷ , ا) عضوی از رابطة 5 است . چون ۳ يك نقطهٌ اختیاری‌است» 
پس تمام نقاط صفحه که در بالا و سمت راست ر] قرار دارند روی نمودار 5 واقم هستند , 
زوشن است که در اینجا خود رآ نیز جزه جواب است . 
به همین ترئیب می‌توان نشان داد که در اين حالت اگر نقطه‌ای از صفحه پایین ر] و 
طرف چپ آن باشد به 5 تعاق ندارد . یعنی مختصات آن در نامعادلة ی 2 07 + 2 صدق 
ئمی‌کند . مثلا مبدا که در طرف چپ ر] قرار دارد مختصات آن در ع <د < 0۷ + 2 صدق 
نمی کند. یعنی مبداً مختصات وتنام نقاطی که‌بااین نقطه در یك‌طرف ر] هستند حواب نمی باشند. 
اگر ۰ 8 » جواب به‌چه صورت خواهد بود ؟ 
از این موضوع برای تعیین‌نقالی از صفحه که مختصات‌آنها در نامعادله 6 < 9۷ + رو 
صدق می‌کند استفاده کرده به ترتیب زیر عمل می کنن ۰ 
سب بیدا نمودار گزاره نما (معادلة) ۰ » < 0۷ + 22 را در صفحه مختصات رسم‌می کنند, 
مختصات يك نقطه از صفحه را که معمولا » برای سهولت » مبداً مختصات انتخاب 
می‌شود در 17 < ای 6 < 0۷ + 21 قر از می‌دهند , اگر این نقطه حواب بود » آن گاه 
نیم صفحهٌ بسته‌ای که شامل نقطه است نمودار نامعادلة ی < ۷ + »رو خو اهد بود . ۳ این 
نقطه جواب نباشد ‏ آن‌گاه نیم صفحٌ بسته‌ای که شامل این نقطه نیست حواب خواهد بود , 
در حالتی که ۰ <6 , دازيم : » <2 0۷ +« . در این صورت برای پیدا کردن 
مجموعة جواب نقطه‌ای غیر از مبداً انتخاب می‌کنند . برای سادگی معمولا این نقطه را روی 
یکی از محورها اتتخاب می‌نمایند . 


۱۳۹ 


عثال ۱ - مطلوب ات رسم نمودار رابطدٌ ,5 در مجموعة اعداد حقیقی که با نامعادلةً - 


0 ۲۶ 
واضح است که : 3 
(ء > ۲ - ۳( , )) عد ,ک 
میان طو رکه گنته شد ء ایتدا خط و - بر - لز۳ را که به ,بآ نشان داده می‌شود رسم‌می کنوم 


سپس مختصات نقطهٌ (۰ ,۰) زا درگزاره نمای (۱) قرار می‌دهيم : و > ه - ۰ . چون حاصل 
يك گزارة درست است نیم مفحدة بسته‌ایکه شامل (۰ ,ه) می‌باشد نمودار ,5 است . 

تذکر - گاهی اوقات برای جل و کیری ازشلوغ شدن شکل » مجموعة جواب را باکشیدن 
بك پیکان» مطابق شکل» نمایش می‌دهند , 


مثال ۲ - مطلوب است رسم نمودار رابطه 5 درمجموعه اعداد حقیقی که با امعادلهة 


۳۰ 


زیر مشخص شده است . 

+( ۴ < 7 +۲:4 
ل[ + 1 راکه به,.1 نشان می‌دهیم رسم کرده سبس مختصات مبدا را.«ر (۷) 
قر ارمی‌دهيم . گزارة نادرست ۴ < ۰ + ه به دست می‌آید . بنابراین» همان‌طور که در شکلها 
نیزدیده می‌شود » جواب شامل مبداً مختصات نیست . 


اپتدا خط » 


مثال ۳ ب مطلوب است رم نمودار5, درمجموعةٌ اعداد حقیقی که با دستورزیر مشخص 
شده است . ۱ 
۷ 0 5 < 5 (.5 و پ۵ به ترتیب رابطه‌های مثالهای ۱و۲ هستند) 
وافح است‌که دراینجا گزاره نمای داده شده عبارت است از ۰ 


۳ - > ۶ ۸+۷ ۴ 


۱۳۱ 


که ما بر ای ساد ی این گزاره نما را به صورت نامعادلات : 
)۱( ع >> 1 - ۳ 
)۲( ۴ < ۷ + 1 
نوشته آن را يك دستگاه نامعادلات خطی می‌خوانيم . اين طرز نوشتن را برای تعداد بیشتری 
گزاره نما نیز درآینده به کار خواهيم برد. نمودار 0۹ ٩‏ "۳ نمودار این دستگاه نامعادلات 
شامل نقاطی ازصفحه است‌که مختصات‌آنها هم در.5 وهم در,5 صدق‌کند .باتوجه به‌نمودارهای 
مثالهای ۱ و۲ » مهو دار خو استه شده در صفحه قبل زشان داده شده است . 
مثال ۴ - مطلوب‌است رسم نمودار رابطُ 5 » درمجموعٌ اعداد حقیقی که با دستورهای 
زیر مشخص شده است . ۱ 
9-۰ 
که درآن ,8 و .8 رابطه‌های مثالهای ٩‏ و ۲ بوده و (۴ > | ([,)) م8 می‌باشد 
" دراینجا باید نمودار رابطهٌ : 
(۴ > ۲ ۸ (۳ < ۲ +6 ۸ (۶ > - (۳)|(زی)) ع ک 
رارسم کنیم کد آن راء طبق آنچهگفته شد» به‌صمورت دستگاه امعادلات زیرنمایش می‌دهیم : 
و > ۲ - /ز۳ 
۴ <2 ۲۷ 5 
۴ > 5 


این نمودار باتوجه به مثالهای ۱و۲ و۳به صورت زیراست . نقاط داخل ی روی اضلاع 
مثلث 61 نمودار دستگاه بالاست . 


۴ 


مثال ۵ - نمودار دستگاه نامعادلات زیررا رسم کنیلی (دراین‌طورمسائل منظوررسم دريك 
دستگاه مختصات است ) . 
۶ > ۲ + 1] 
۲ > ۷ - 5 
۰ < ۲ 
۷۰ 
هرگاه پباً » پبا » چاه پا به ترتیب نمایش خطوط و و۷ + » ۲ سرا ور 
» <ز و ه ع ‏ باشند نمودار این دستگاه به صورت زیر است ۰ 


این نمودار شامل تقاط داخل و روی اضلاع چهارضلعی محدب 0۸۵360 می‌باشد . 
ر آسهای این چهار ضلمی‌یعتی نقاط ۸۰60 قون) را نقاط فرجنه (اکسترموم) می‌نامند. 
۱ 1 


پیشینه یا کمینه کردن عدارت 9 + ۵ 

در اقتصاد وتجارت » مسائلی‌مطر ح می‌شودکه برای حل‌آنها باید بیشترین مقداریا کمترین 
مقداريك عبارت جبری‌به صورت و0 + و راکه درآن زوجهای (۷ ,)متعلق به يك مجموعةٌ 
خاص » نظیر مجموع نقاط داخل یاروی اضلاع چند ضلعی محدب » می‌باشد به دست‌آورد . 

این مسئله به‌نام بيشینه کردن (ما کزيمم کردن) یا کمینه کردن (می‌نیمم کردن) معروف‌است» 
بر ای روشن‌شدن مطلب بهذ کر مثال زیرمی‌پردازيم. 

مثال - بیشترین‌مقدار و کمترین مقدارعبارت ۳ + ۲ را به‌ازای عضوهای مجموعه ۰ 

[ (۴,۲) «, (۲,:۵) , (۱:۳) و (۳:۲) , (۲,۱) )ع ۸ 


به‌دست آورید . 


۱۳-۲ 


برای سادگی عبارت ۳۷ + ۲ را به 8 نشان می‌دهيم : 


۷ + ۲۷ س ۲ 
حال مقدار ۳ را به‌ازای هرعضو ۸ حساب مي‌کنوم: 
)۱ پا ۲+ تحت (۲۷۲,۸۱) ع (لرکن) 
)۲( ۲ و + وت ۳ چجست (۳,۲) ع (لزرتز) 
,۳( ۹ ۲س 2۳ جع (۳رز) ع (لارت) 
و4 ان ۱ + 6 ۳ چجست. (۲,۵) عد ( لزر6) 
(۵) ۴ ور < ۳ج (۴,۲) > (رت) 


به‌طوری که دیده می‌شود. ۳ به‌ازای (۲,۱) کمترین مفدار و به‌ازای (۲,۵) بیشترین 
مفدار را دارد . 

واضح است که اگر تعداد عضوهای مجموع ۸ زیاد باشد پیدا کردن بیشترین مقدار و 
کمترین مقدار ۳ با روش بالا عملی وحتی‌گاهی اوقات ممکن نیست . معمولا این گونه مسائل 
را با روش نمودارحل می‌کنند واين مطلب درحقیقت اساس برناهه‌دیزی باردش تر سیم است . 

نکته دیگر درمورد مثال بالا این است که نمودار ۳۷ + ۲ < ۳ » به آزای‌مقادیر مختلف 
۲ بك‌دسته حطوط موازی است. مثلانظیر زوجهای (۱) تا (ع) بالا خواهیم‌داشت: ‏ 


بح ۳۷ +4 ۷ : [ 


۲ ۰ ۲۶۰ ۳ ۰ ۱ 


۳ 
۰۲ ۳ +۷۶ : چژ 
۳ وه ۳ +۲۶۰ * بن 


۲۶ ۰ ۳۷ ۶ ۹ 


۱۳۴ 


در اینجا خط ,رآ از همه به‌مبدا نزدیکتر و خط میب[ از همه دورتر است . به‌عبارت‌دیگر» 
دوری ونزدیکی خط ۳ + ۲ ع< ۳ ازمبدأً به‌مقدار۳ بستگی‌دارد» هرچه ۲ بزرگتر شود خط 
از مبدأً دورتر است ویا عرض ازمبداً باطول آن پیشتراست وبالعکس, بنا بر این برای به‌دست ورد 
بیشترین با کمترین انداز؛ ۳ بابد عرض یا طوال اذ بدا تز۳ + ۲ ع< ۳ بیشینه پا کمینه کرد. 

با توجه به بعث فوق ؛ هدف از حل این گونه مسائل پیدا کردن نقطه یا نقاطی از این 
نمودار است که یکی‌از دسته خطوط موازی مورد نظر از آن (آنها) گذشته وعرض با طول از 


مبداً آن بیشترین يا کمترین مقدار را داشته باشد . 


مثال ۱- بیشترین اندازهُ عبارت بزن + » راکه در آن ‏ و ۷ باید درشر ایطزیر صدق کند 
په‌دست آورید , 


۰ > 2 + بان 
۲ >> ۲۷ + ۳ 
۰ << 2 

۱ ۲ < ۰ 


(۱) 


عر گاه عبارت ۵ + را ه‌ساوی ۳ قراز دهیم خو اهیم انیت ۰ 
)۲( او + ز عد ط 


برای پیدا کردن بیشتر بن مقدار۳۴» باید خطی را ازدستة خطوط (۲) مشخص کنيم که دست کم‌از 
یکی‌از نقاط داخل یا روی اضلاع چهارضلعی نمودار دستگاه نامعادلات (۱) گذشته وعرض‌ازمبدا 
آن بيشینه گردد .. می‌دانيم که نمودار(۷) يك دسته خطوط موازی با ضریب زاوبه ای - است. 
معادله یکی از این خطوط به‌ارای ۱ ۳ بر ابر ات پا 

۷ + 5 عد ه ۱ 


حال اگر در (۲) » مقدار را مساوی صفر تراردهيم عرض از مبداً خط برابر می‌شود 
ظ ۳ 
ِث«ِ , ولتی این عرض از مبداً بیشینه گردد مقدار ۲ پيشینه شده در نتیجه‌عبارت ۵۷ + 6 


پیشتر ین مفداررا خواهدداشت. 


۱۳۵ 


نمودار دستگاه امعادلات وخط ه و ع ان + در زیر رسم شله است, . 


۱ 


در شکل ربا» ب1 ۱ پر و پآ به ترتمب نمودارهای معادلات ۱۲< ۲۷ + ۳۲ 
۵ < ۶۷ + ۵1 ۰ و ه عد ۷ می‌باشند . همچنین نمودار ۱۰ < ۵ + ۲ ب‌صورت خط- 
نقطه رسم شده است. درشکل‌دیده‌می‌شود خعلی که از نقطهُ (۵,ه)۸ به‌موازات ۱۰< ۵ + 5 
رسم می‌شود بزرگترین عرض ازمبداً را دربین‌دسته خطوط موازی ۳ - زی + ع دارد. بنابراین 
زوج (وره) عبارت ۵7 +5 را بيشینه می‌کند . 
۱ مثال ۲ - کمترین اندازهُ عبارت و۲ + ۳ راکه درآن : و/ز باید درشرابطزیر صدق‌کنند 
بهد ست آورید : 


ه ۷ <2 ۴۲۷ + ۵1 
۰ <2 ۵ + ۳۴۶ 
۰ < 1 ۱ 
۰< ۲ 
عبارت ۲۲ + ۳ را مساوی۳ قرازداده» ابتدای نمودار دستگاه‌و خط ۶ < ۲۷ +۳۶ ۰ 
را به‌ازای و < ۳ یعنی یکی ازدسته‌خطوط ۳ < ۲۷۷ + ۳۶ را رسم می‌کنيم» در شکل بل»پبا 
پآ و بر[ به‌ترتیب نمودارهای معادلات ۲۰ ع ۷م + ی » ۲۰ و۵ +۴۶ بِ«- و 
» -< از می‌باشند. همچنین نمودار ۶ < ۲1 + ۳ بد‌صورت خط نقطه رسم شده است. 
۱۳ ۱ 


1 


۲ 


به طوری که دیده می‌شود نقطُ (ج , ») جواب مسثله است" , ۱ 
ما کزیمم یا می نیمم کردن تابم بو ری عد ۲ توت شرایط داده شده به‌نام ب ناحه(یری 
حطی خوانده می‌شود , زیرا » هم تابع داده شده و هم نامعادلات ازدرجه اول وخطی‌می‌باشند, 


تمرین 
(در این تمرینات ‏ و لز متعلتی به مجموعه اعداد حقیقی است) 
۱- در هر يك از حالات زیر ۰ تحقیق کنید آیا نمطه‌های داده شده در نامعادل داده شده 
سس 
۱ - فرق این مسئله با مسثلهٌ قبل این است که در اینجا مجموعهُ جواب بسته نیست .دد این 


کتاب‌ها بر ای این‌حالت تا بع لو + برع ع۳ زرا فقط مینیمم مي کئيم واز بحث این که آیادراین حا لت 
می‌توان۳ دا ما کزیمم کرد یا نه صرف‌نظر می‌کنيم . 


۱۳۷ 


سدق می کند یا نه ؟ ۱ 
۳۲-۲۷۷ ؟ (۰)۲,۱ (۲۱-۱) -ب ؟ 1-۰ ۶ (۱,:۲) ۰ (۳۲۲) - الف 
مجل ۲۲۵ (۲-و) ۴-۱۰ حج 
۲ - نمودار هر يك از امعادلات ژیررا رسم کنید . 
٩‏ > (ع - ۳۶ 4 ۲ج و پر > ۲۷-1 ۴ - < ۲1 - » 
۱ ۳ نمودار هر يك از دستگاه نامعادلات زیر را رسم کنید .(ناحیه‌ای‌که مختصات آن در 
نامعادلات‌زیر صدق می کند پرداز بزنید) ۱ 


۷-۷ < ۷ ۳ ۳ <2 7 
؛ ۱ ُ ِِ ۱ 
+ 5 > ۷ » < 6 ۰ > ز > 


۴- > ۱۲۷+ - ] ء > ۳۷ + (۲  (‏ بت 
4 ۱۲> ۲۷+ - ؛ ۳ > ۷ + ارم ۱ م < ۲5 + از - 
۵ + ۵ رگ ۳" 

۱ ء < ۲ + (۳ ۱ 

۴ < ۷ + ۶ 
نت تن ۶ < ۳۲-۷ 
تن و > 1+۲۷ 
و > ۷ + 6 
- پیشترین اندازة عبارت ۲۷ + را که در آن ‏ و ۷ باید در شرایط زیر صدق کنند 
به دست آورید . ۱ 
۶ > ۷ + 1 
۲ 
۲ < 1 
۵ - اولا نمودار دستگاه نامعادلات زیر را رسم کنید . 
۱ ۱ ۱ ۴ > بز + و 
> ۲ 
 < »‏ 
۷-۰ 


ثانیاً نقطه‌هایی متعلق به‌اين تمودار مشخص کنيد که مختصات‌آنها اعداد درست باشند . 
ثالغا در معادلة ۳ - 2+ ۲۷ , مقدار ۳ را به تسمی تعیمن کنید که خط حاصل نمودار 


1۳۸ 


دستگاه را قطع کرده و عرض از مبداً آن کمینه گردد . 


عب کمترین مقدار عبارت ۷+ ۲ -< ۸ را تحت شرایط زیر پیدا کنید . 
٩‏ < + ۳ 
۱ < ۳۷ + 1 


» < زر 
» < 1 
۷ اولا نمزدار دستگاه نامعادلات زیر را رسم کنید . 
۸ > ۷ + 2 
 >۷‏ > 
۶ > ۶ > ۲ 
- ۷ 2 2 
انیا تعیین کنید کدام يك از زوجهای : (۸۰۸) » (۷۰۲) ۳9 ۰ (۳۰۶) ۰ (۴۰۲) > 


1 دستگاه بالاست , 
(۰۳ع) متعلق 3 نمو 
۱ کنید . 
ثا لا کر و 7 مسر دن مقدار صازت ۶ + ۷ را به‌ازای زقاط نمودار دستگاه‌پیدا 


۱۳۹ 


خصل هشتم 


پر نامه‌ر یز ی خطی 


مقدمه - در دنیای امروز » صنعت و تجارت از کارهای بسیارمهم هستند که گردانندگان 
آنها به‌علت رقابتهای سخت موجود سعی‌می کنند درچهارچوب عاملها » منابم وثیروی انسانی 
موجود هزینه‌هایی از قبیل دستمزد» احاره» کر ایه حمل‌و نقل وغیره را تاآنجاکه ممکن است پایین 
نگه‌دارند و درعوض کیفیت ؛ بازده و کارآیی را بالاببرند » تا بدین‌وسیله بتوانند حداکثر سود 
ممکن را به‌دست آورند , ۱ 

دراین بخشمختصری ازمو قعیتهای‌خاص اقتصادی ء اجتماعی وتجارتی‌را که به‌ریاضی‌مر بوط 
می‌شوند مورد بحث قرار می‌دهيم. توصبف ریاضی این موقمیتها منجر به‌حل مسائلی می‌شود که 
تبحث « برنامه ریزی » را تشکیل می‌دهند. 

در بر نامه‌ریزی شر ایط موحود در کارخانه را با رابطه‌های دقیق ریاضی نشان داده و با 
استفاده ازآنها شرطی که سودرا بیشینه (ماکزیمم) و با هزینه راکمینه(می‌نیمم) آمی‌کند انتخاب 
می‌شود , به‌طور خلاصه می‌توانگفت + .. . 

بونامه(پزی یعنی طر <دپریها ق فما لینیا وی مدا بح موجود و محددد به‌قسمی که نتیجة ۱6 
داحد امکای اپدها ل باشد , 

در زیر چند نمونه ازمسائلی راکه موردبحث ابن بخش است می‌آوریم. در این‌مسائل‌منابع 
محدود وموجود مانند منابع مواد غذایی» نیروی انسالی» مالی» سوخت» ... میان فعالیتهای 
مختلف سیم می‌شود. 

مسئلة ٩‏ - بر آی يك ایستگاه فضایی بسته‌های غذایی نهیه می‌شود. هر بسته باید شامل 
دست کم ۵ کیلو گرم ازماده ۸ وه ۱ کیلو گرم ازماده 3 باشد. وزن‌هر بسته برابره ۲ یاه کیلو گرم 
با بین ۲۰ تا ۳۰ کیلو گرم است. هر گاه بهای مواد غذایی ۵ر ازقرار کیلویی ۱۰۰ ریال وبهای: 
مواد غذایی (1 ازقرار کیلویی ه ۰ ۲ربال باشد» تعیین کنید چند کیلو گرم از هريك ازمواد ۸و 
باید تر کیب کنیم تا بهای هربسته به‌ارزانترین قیمت ممکن باشد. 

مسئلة ۳ -يك چاپخانه استاد کار وشاگرداستخدام می‌کند. شرایط موجودبه قرارزیر است: 


۱ - این‌چاپخانه حداکثر می‌تواند 4نفر استخدام کند . 


۱۴۰ 


۲ - طبق سفارشاترسیده‌چاپخانه مجبوراست‌روزانه‌اقلر ۳۰ و احدچاپ(فورم) تحویل‌دهد. 

۳- طبق قانون کار این‌چاپخانه درمقابل حداکثرن استاد کار وحداقل نایز باید يكث. 
شا که داشته باشد . 

۴ . هر استاد کار روزانه ۵ واحد چاپ وهرشا کرد ۳ واحد چاپ می‌تواند تحویل دهد , 

۵ - مزد روزانة هراستاد کار ۱۰۰ ریال وهرشاگرد »هي ریال تعیین‌شده است . 
تعیین کنید باشر ایط بالاء مدیر چاپخانه چه تعدادی استاد وشاگرد استخدام کند تا کمترین مزد را 
پرهاخت نماید , 

مستلاً حمل ونقل - درب 7 به هزین حمل‌و نقل کالا» اعم از حمل‌مواد 
و به‌مشتریان اهمیت خاص داده می‌شود . مدیران 
کارخانه‌ها همیشه سعی می‌ کنند که این هزینه را تاحد ممکن پایین نگه دارند . مثلا صر فه‌جویی 
درهزینة به کار انداختن‌تانکرهای نفتی,چه درخشکی وچه دردریا ؛ برای شر کتهای بزرگ‌نفتی 
جنبهٌ حیاتی دارد . برای رسیدن به این هدف » معمولا مدیرال مسئول برنامه‌های کار خود را 
روی نتایج برنامه‌ریزی قرارمی‌دهند . مسئلة زیر نمونه‌ای ازاین گونه است 

مسئله۴ - يك کار خانة ماشین‌سازی برای انبار کردن فراورده‌های خود دومحل ,(] و,(1 
در اختیاردارد. ظر فیت این دوانبار به تر تیب ۰ ۸و ۰ ۲ دستگاه ماشین است. دوشر کت بو پن) بر ای 
تاريخ‌معینی به تر تیب سفارش »۵ و ه۳دستگاه از ماشیتهای این کار خا ند را داده‌اند. هزینة‌حمل‌و نقل 
به فاصلة انبارها تامحل تحویل ماشینها بستگی دارد . فاصلهٌ هريك ازاین انبارها ازمحلهای‌این 
دوشر کت » برحسب کیلومتر» در جدول زیر نشان داده شده است ۰ 


تعیین کنید برای‌هرمشتری از هرانبار چه تعدادی ماشین حمل‌شود تا هزینهً حمل و نقل 
کمینه (می‌نیمم) گردد . 
۱۳ 


حل مسئلة ٩‏ - فرض‌کنيم برای يك بسته » عرکیلو ازماده ۸ ولکیلو ازمادة 9 تر کیب 
کرده پاشیم 6 آن گاه پثابر فرض داریم : 


5 
با ۳۵ 
۱ ۳۰ 
)۱ ۵ < 1 7 پا 
)۲( ۰ < ۷ ۱ 
(۳( ۰ < ۷+ ۲ 
(۴) ۰ > ۷ + ز ۰ 
۱۰ 
1 0 
۴ 
8 
3 
۷ ۳۰ ۳۵ ۳۵ ۳ ۲ 1 ۱۰ ۳ 0 
0 
9 


خطهای حاصل از دستگاه امعادلات بالا را به ترتیب به سا : پا / سا و سل نمایش 
می‌دهیم . با روشی که گفته شد مجموع «و اپ دمتگاه بالا را به دسعت هی آو زیم ( چهار ضلعی 
پرداز خورده) . 
هرگاه قیمت بك بسته را به 8 ۱۰۰ ریال نشان دهیم ( ضریب ۱۰۰ برای ساده کردن 
بحث به کاررفته است) آن‌گاه بدابر فرض مسثله خواهيم داشت : 
۳ ۷۷ ۰ ۲ + زه ۰ ۱ 
و پا (۵) ۲ ح< ۲۷ + بر 


دراینجا باید جوابی از دستگاه نامعادلات فوق را پیدا کنیم که ۷ + را کمینه کند , 
مي‌دانيم که معادلة (و) معادلة يك دسته خطوط موازی یا ضریب زاویه‌ای- - است که یکی از 
این خطوط » به ازای ۰ ۱ عح ] برابراست با . 

۰ ۱-۲۷ ۱ این خط به صورت خط - نقطه در شکل رسم شده است ) . حالا همان طور 
که دیدیم نقطه‌ای ازداخل با روی اضلاع چهارضلعی )۸3 می‌خو اهیم که یکی از دسته 
خطوط (و) ازآن عبور کرده عرض ازمبدا آن‌کمینه باشد , این‌خط که به مواژات ۱۰ بو + » 
رسم شده در نمودار باخط نقطه نشان داده شده است , در شکل می‌بیتید که نقطه خو استه شده 
عبارت است از (2)۱۰,۱۰] (یمنی ازهريك ازمواد ۸۸ و3 باید ۰ کیل و گرم اتتخاب شود ) . 
به از ای مختصات این نقطه ۳۰ , بعنی قیمت يك بسته ۰ 2 ۳( ریال است که 
کمترین قیمت ممکنه است . 

حل مسئلة ۲ - فرض کنید مدیر چاپخانه ۰ 5 استاد کار ولز شا گرد استخدام کند» آن‌گاه 


شر ایط کارخانه به صورت زیر خواهد بود . 


شرط (۱) (بل) > + 
شرط (۲) و (۴) : () ۰ < ۳۷ + بان 
شرط (۳) (لٌ) < (۵ 

شرط (۳) (بس) > ۲۷ 


هر گاه مجمو ع مزدپرداختی ۱ با ۳ ۰و (ضر یب 0۰۰ برای سادگی به کار رفتد است) 
دمایش دهیم باتو جه به فرض آخر مسئله خو اهیم داشت ۰ 


۳ هه ۰۷ هن + 0 ۱ 
و یا )۱ ۳ < ۲۷+ ۲ 


یکی‌از دسته خطوط موازی (۱) به ازای  »‏ ۲ » برابراست با م ۷ + ۷ » در 
صفحهٌ بعد نمود!۰ دستگاه ونمودار ۸ ۱۷+ ۲ رسم شده است . 

حال نقطه‌ای داخل یا روی اضلاع چهارضلعی ۸1 می‌خواهيم که یکی از دسته 
خطوط (۱) ازآن عبورکرده عرض ازمبدآآن بیشینه باشد . اینخط که به‌موازات ۷۸+ ۷ 
رسم شده در شکل با خط - نقطه نشان داده شده است » این خط چهار ضلعی ۵13010 را در 
طول یك‌پاره‌عط قطع می کند که فقط نقطهٌ (۲,ه) آن که مختصاتش اعداد صحیح است قابل قبول 
می‌باشد . یعنی مدیر چاپخانه باید درمقابل ۵ استاد کار ۲ شاگرد استخدام نماید تا دستمزد را 


۱۳۳ 


با 


با 


۹ ۱ ۱ 
, دراینه نیز ۱ 
ارسال 2 6 1 ۳ فر ضص یبویا ه ستگا 
شود» با توجه به فره یم از آنبار ,12 یت 
۰ ر 5 ۱ ۱ 
ض مسمئله داز پِ« ۱ ۰ 
۳ ماد ۱ 
در لي.. 
رب به بن) 
و بن) 


طرفیت ایا / ‌ تس 6 1 
07 ۲ ۰ 
۱ / 
۱ ۱ )1۷ ۱ / 
پا ده ۱ بماده دی ۶۰ ‌_ 


رفن 


بنا بر این دستگاه ناممادلات به دست آمده غبارت است 0 


٩ 2 ۰ ۳‏ + از 

ظرفیت انبار 12 . با ۰ > ۷ + با 
سا ۰ > > ه 
1 ۰ > ۷ > ه 


سفارشات رسیده ۱ 


نمودار ابن دستگاه در زیر زسم شده است ۰ 


۳ 


مزینك حمل و نقل » با توجه به جدول و فرض مسثله برابر است با : 

(۷ - ۲۰۳۰ + ( )۳۰۲-۷۱۰ + 5زه ۳ 
و پا پس از ساده شدن : 

۰ + ۱۰۷ + ۳۰ 
مر گاه این عبارت را مساوی ۱۱۰۰+ ۱۰۳ بگیریم ( ضریب ۰ و عدد ۰و برای ساده 
شدن انتخاب شده‌اند) » خواهیم داشت : 
۰ + ۱۰۳ ۱۱۰۰ + ۱۰ + ۴۳۰۲ 
و یا : (۱) 12۲+ ۳ 

یکی از دسته عطوط (۱) » به ازای ۰ع ۳ ؛ برابر است با ع ع بو + رس » که نمودار آن 
درشکل با خط - نقطه رسم شده است . همان طور که در شکل دیده می‌شود خطی که از نقطا 
(۳۰ ۸۵)۳۲۰۱ می‌گذرد وبا خط .هو « بو + و۳ موازی‌است دارای کمترین عرض‌از مبدا است. 


برای مشتری ,ن) : ۰ ماشین از ,10 و ۲۰ ماشین از 12 . 
پرای مشتری. پن) * ۰ ماشین از ,12 و ه ماشین از ,1۵ . 
تمرین 


و - بك کرخانة کوچك چترسازی دو نوع چتر مردانه و زنانه می‌سازد . برای ساختن 
هر چتر مردانه يك ساعت کار با ماشین ۸ و ۲ ساعت کار با ماشین 13 و برای ساختن هر چتر 
ژنائه ۳ ساعت کار با ماشین ۸۸ و يك ساعت کار با ماشین 1 لازم است . از هر ماشین» به 
دلائل فنی» در هنته حد اکثر ۸۰ ساعت استفاده می‌شود . اگر کارخانه بر ای هر چتر مردانه 
۰ ریال و هر چتر زنانه ۳9۰ ریال‌سود درنظر بگیرد» تعیین کنید از هر نوع چتر چه تعدادی 
در هفته بسازد تا سود او پیشینه گردد . 

۲ يك کارخانة کود شیمیایی می‌خواهد بسته‌های کود که هر بسته اقلا محتوی ۲۲۴ 
گرم ازت و ۲۸۰ کرم‌فسفر است تهیه نماید .کارخانه اين مواد را از استخوان و سبزی‌خشك. 
شده تأمین می‌کند . هر کیلو استخوان دارای و گرم فسفر و م۲ گرم ازت و هر کیلو سبزی 
خشك شده دارای ۷۸ گرم فسفر و و۵ گرم ازت است . ارزش استخوان کیلویی ۲۱۰ ریال 
و سیزی خشك شده و ریال است . تعبین کنید برای تهیة هر بسته چند کیلو گرم استخوان 

"و چند کیلو گرم سبزی خشك شده استفاده نماید تا هزین او کمینه 3 

۳ - شخص مریضی بر ای‌تامین احتیاجات ویتامین فصلی بدن خود دست کم به ۱۲۰۰ 
واحد ویتامین ,8 و ۱۲۰۰ واحد ویتامین ,3 و ۲۴۰۰ واحد ویتامین .8 نیاز دارد ؛ دو نوع 
قرص در بازار موجوداست» نوع اول شامل و واحد ,8 ۰ ۲ واحد ,8 و ء واحد و وبهای 


1۴۶ 


آن و ریال و نوم دوم شامل ۲ واحد .8 : ع واحد 3 و ء واحد و8 است و بهای آن ۱۲ 
ریال می‌باشد» تعیین کنید از هر نوع‌چند ترص خریداری کند تا ضمن تأمین ویتامین مورد نیاز 
بدن خود » کمترین پول را نیز پرداخت نماید . 

۴ خیاطی ۱۶ متر پارچة نخی » ۱۱ متر ابریشمی و ۱۵ متر پشمی موجود دارد ۳ 
این پارچه‌ها می‌خواهد دو نوع لباس تهیه کند . نوم اول نیاز به ۲ متر پارچ. خی » ٩‏ متر 
ابریشمی و و متر پشمی دارد و نوم دوم نیاز به ۱ متر نخی » ۲ متر ابریشمی و ۳ مترپشمی 
دارد , هسرگاه بهای فروش لباسها » طبق دستور شورای امباف به ترتیب ۷۲۱۰۰ و ۰۰ج 
ربال باشد » تعیین کنید از هر لباس چند دست تهیه کند تا پولی که به دست می‌آورد بیشمنه 
باشد. 

۵ - شر کتی دو معدن ۸ و 8 در اختبار دارد . از معدن ۸۵ روزائه يك تن سنگهه آهن 
درجك ۱ » ۳ تنن درج ۲ و ۳آتن درجم و از ممدن 13 روزانه « تن از نو اول و دوم 
آدهرتن از نوع .سوم می‌تواند استخراج کند . شرکت طبق قراردادی که با بازارهای مصرف 
کننده بسته است نیاز به »یم تن سنگك درج ۱ ۰ ۲۰ تن درجُ ۲ و ۳۰۰ تن درحة م۳ دارد . 
هر گاه هزینه استخراج از هر معدن روژانه ۲۰۰۰ ریال باشد» تسین کنید 3 زور باید از هر 
" معدن بهره‌برداری. کند تا هزین او کمینه گردد . 

ب - يك کارخانة دوچرخه‌سازی دونمونه دوچرخه و یجی معسولی ودیگری ی 
مي‌سازد. شر ایط موحود وحاکم بر کار کارخانه به‌قرار زیر است : 

۱ب ساختن هردوچرخةه معمولی ۶ ساعت ودوچرخه‌مسایقه‌ای ۰ ساعت وقت‌يك کارگر را 
را می‌گیرد . ۱ ۰ " زر ۳ 

۲- کارخانه بیشتر ازن و کار گر که هر کار گرهفته‌ای ۵ روز وروزی ۸ ساعت کار می‌کند » 
نمی‌تو اند استخدام نماید . 

۳- قیمت مواد اولیه برای هردوچرخه» ۰ ٩ریال‏ و بودجهفتگی کارخانه‌برای خریدمواد 
اولیه حدا کثر ۰۰ ه ۷۷ریال است. 

۴- کارخانه قراردادی‌با بازارهای مصرف‌کننده داردکه‌باید درهفته دست کم ۰ ۳دوچر خد 
معمولی وه ۲دوچرخة مسابقه‌ای تولید نماید . 

۵- سود دوچر خذ‌معمولی ۱۷۰۰ ریال ودوچرخة مسابقه‌ای ۳۶۰۰ریال می‌باشد . 

تعیین کنید کارخانه درهرهفته چه تعدادی ازهر نوع تولیدنماید تا بیشترین‌سود عایداو گردد 
(سود اوبیشینه شود) ۱ 

۷- يك کارخانة ماشین‌سازی جیپ ولندرور می‌سازد. اين کارخانه موتورهای مورد 

نیازماشینها را از کارخانة دیگری تامین می‌کند . سود کارخانه درفروش هرجیپ ۰۰وی ریال 


۱۳۷ 


ومر لندرور ۰۰ه۵ع ریال است . ظر فیت تولید این کارخانه درماه روی‌هم ۴ دستگاه است , 
بر ای آماده کردن يك حیپه ۸ ساعت ويك لندرور ۰ ۱ساعت نیروی انسانی لازم است.مجموع 
تیروی انسانی موجود درهرماه ۳۱۵۰۰ ساعت است. کارخانه درماه حدا کثر ۲۵۰ موئورجیپ 
و هه۲ مونور لندرور دراختیار دارد. تعیین کنید این کار خانه ازهرنو ع چند ماشین تولیدکند تا 
شود ماهائاٌ او بیشینه (ماکزیمم) گردد . 

۸ - يك متخصص رژیم غدایی واه مر ار اه بر یی ماو ۳۳۳۹ 


ویتامین غذای به دست‌آمده به شرح زیر باشد : 


سار کی ٍِِ" وین 9 » ۰ ۱ واحد ویتامین ن) و ۲ واحد 


هر گاه بهای غذای نوع اول ازقرارکیلویی ۰ج زریال وغدای نوع دوم کیلویی ۷۰ ریال 


باشد, تعبین کنید به‌چه نسبت باید این‌غذاها را ترکیب نمود تا ضمن تأمین نظر متخصصءبهای . 


هرکیلو ازمخلوط نیز کمینه گردد . 
در يك معدن زغال نگ دو رگه زغال ۸ و 9 وحود دارد . مدیر اين معدن 
قرارداد فروشی امضا کرده است که طبقآن هرهفته باید مطابق جدول زیر زغال تحویل دهد . 


درحه ۱ » ۱۰۰ نن درحه۳ ۰ نن 
درحه ۲ ۷۰۰ نن درحذع ه ۴۵۰ تن 


هز ینه استخر ا ج از رکه اول۰ ۴۶۰۰۰ ریالو از رکه دوم ه و هه ! ریال درهر نو بت کاراست 


مقدار زغال استخراجی درهرنوبت برحسب تن به قرارزیر است . 


درجة زغا 


تعیین کنید ازهررگه چندنوبت استخراج کند تا بتواند ضنن انجام تعهد هزین استخراج را 
به حداقل برساند . 


۱۳۸ و 


